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M’étant chargé de donner une suite au premier 
volume des Tables de Géniejrs , j’avais été conduit 
à penser que , dans plusieurs circonstances , il pour- 
rait être avantageux d’y remplacer par des tables 
graphiques certaines tables arithmétiques ou trop 
volumineuses pour faire partie d’un ouvrage por- 
tatif, ou qui concerneraient des résultats trop diffi- 
ciles à ramener à la forme tabulaire. 

Pour ne citer ici qu’un exemple tout à fait usuel 

d’unepareille substitution , il suffit de rappeler que, 

sur les cartes géographiques , les diverses mesures 

itinéraires sont toujours données sous forme d’é- 

, chelle ; et que c’est alors par comparaison matérielle 

réciproque qu’on parvient à obtenir leurs diverses 

a 
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relations métriques. Les réductions s’y opèrent 
exclusivement, soit à l’œil , soit au compas. 

Mais ce système de calcul purement linéaire pou- 
vait être considérablement étendu; c’est ce que 
nous avons essayé dans cet ouvrage. Nous en con- 
sacrerons l’appendix à quelques-unes des formules 
graphiques qui rentrent dans le même procédé de 
vulgarisation, et quq nous désirons encore sou- 
mettre à la publicité, avant d’en faire l’emploi spé- 
cial auquel nous les avions plus particulièrement 
destinées. 

Deux de ces tables ou formules graphiques per- 
mettent de trouver et de décrire les diverses courbes 
du second d^ré réciproquement osculatrices en un 
même point de l’une quelconque d’entre elles. 

La troisième donne le moyen général d’obtenir 
le rayon du cerele osculateur , en un point donné 
d’une courbe quelconque. Ce procédé est invariable 
dans tous les cas ; régulier, tant qu’il s’applique à 
une courbe de second ordre , il devient simplement 
approximatif, quand il s’agit d’une autre courbe 
quelconque. 

La quatrième fournit un moyen graphique ri- 
goureux pour «iécrirc , avec la plus grande appraxi- 
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mation théorique, une anse de panier de forme 
elliptique quelconque, composée d’un nmnbre 
quelconque de rayons , faisant entre eux des angles 
paiement quelconques. Nous y avons joint le 
moyen de produire , dans les mêmes circon- 
stances, la forme parabolique, la forme d’une 
des développantes du cercle et celle de la spirale 
logarithmique. 

Cette publication supplémentaire se trouve enfin 
terminée par quelqpies applications du système de 
projection dièdre , qui se rapportent à la description 
la plus générale des courbes du second degré, dé- 
terminées par cinq conditions (points ou tangentes); 
et, plus particulièrement, aux divers cas où les 
points donnés ne font pas partie des tangentes ; 
problèmes qui comportent la plupai't des solu- 
tkms quadruples, et qui , sous ce rapport, ofiuaient 
un grare spécial de difficultés que k projection 
dièdre nous permettra d’abor<kr directement. On 
va en comprendre la raison , au moyen des consi- 
déi'ations suivantes sur les projections en général. 

Deux points quelconques sont toujours en rela- 
tion projective ; cette relation qui , dans l’acception 
la plus usuelle, implique l’idée d’un mouvement, s’é- 
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tablit entre eux au moyen de la droite qu’ils déter- 
minent dans l’espace, et dont la partie limitée par 
eux prend alors le nom d’ordonnée. Toutes les fois 
qu’il n’y a rien de spécifié à ce sujet, la projection 
est réciproque; car l’on peut toujours admettre 
indifféremment que l’un des deux points procède 
ou provient de l’autre , par suite du mouvement 
de translation linéaire que l’ordonnée figure en 
grandeur et en direction. Mais, si l’on indique 
expressément que l’on projette un point sur une 
surface ou sur une ligne, en menant de ce point 
vers elles une ordonnée quelconque, l’indécision 
cesse ; car le sens et le lieu de projection se trouvent 
déterminés à la fois par ces données. 

Quand il s’agit de projeter un ensemble de points 
constituant une figure, la direction des ordonnées 
ne peut plus être entièrement arbitraire; on admet 
alors, pouc'éviter la confusion, qu’elles sont liées 
entre elles par une loi commune : c’est tantôt la 
condition d’appartenir à une série de surfaces cy- 
lindriques à génératrices parallèles, tantôt celle de 
faire partie d’une suite de surfaces coniques pro- 
cédant toutes d’un même sommet; et l’on conçoit 
que, dans certaines circonstances, il pourrait 
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devenir avantageux de les faire dériver d’une série 
de surfaces engendrées par des droites, et qui 
seraient liées par une autre loi quelconque : celle , 
par exemple, de procéder d’une même courbe 
ou de se trouver tangentes à une même surface 
directrice. 

' Jusqu’à ce jour, on s’est généralement borné 
aux deux systèmes cylindrique et conique ou 
polaire; et, dans le premier cas, lorsque la pro- 
jection a été effectuée sur un plan , les ordonnées 
ont été désignées sous le nom d’orthogonales ou 
d’obliques, selon qu’elles étaient perpendiculaires 
ou inclinées par rapport à ce même plan. 

Une figure ou forme quelconque étant donnée , 
et un des deux systèmes de projection lui étant 
appliqué, cette figure peut être projetée sur une 
surface arbitraire; le pied de toutes les ordonnées 
y détermine sa projection : c’est ainsi que tout 
corps éclairé, soit par un astre, soit par une 
lumière terrestre, porte une ombre déterminée 
sur un autre corps placé dans une situation 
convenable. Mais il est bien évident que cette 
projection-, tout en nous permettant d’appré-r 
cier sous un certain point de vue la forme de 
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l’objet,' est loin de nous en fournir unè idée 
complète. 

Comme les figures à trois dimensions, une fois 
projetées sur un plan, s’y trouvent ramenées 
à un assemblage de lignes sur lesquelles il est dés 
lors permis d’opérer au moyen de la règle et du 
compas, on a forcément été conduit à chercher 
quel était le complément que devait recevoir une 
projection pareille pour que la . forme qui s’y 
trouvait partiellement décrite y fût géométrique- 
ment déterminée : c’était chercher le moyen d’o- 
pérer à coup sûr. Or , comme les formes géomé- 
triques se composent uniquement de surfaces, 
de lignes et de points , Monge , en faisant connaître 
les moyens de déterminer un point, une ligne, 
un plan par leur projection simultanée sur deux 
plans coordonnés, a con^itué la méthode desaûp- 
tive des corps par leur douWe projection cylin- 
drique. Ce premier pas fait, il suffisait d’appUquei' 
convenabfement les diverses épures élémentaii'es 
aux parties constituantes d’un corps de forme 
quelconque pour le décrire à son tour par ses 
deux projections, et pour parvenir en conséquence 
â opérer sur lui par addition et par sonstracfion , 
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au moyen de la règle et du compas ; et cela , 
indépenilamrocnt de la présence de ce corps et 
même de son exi^nce réelle; car la méthode 
n’eût pas été complète , si elle n’avait fourni le 
moyen de décrire en même temps les formes de 
pure création mentale. Ce que l’es|M*it essentiel- 
lement créateur de Monge avait si heureusement 
exécuté pour la projection cylindrique , il n’y avait 
pour arriver à un résultat du même genre , qu’à 
le tenter à son exemple pour la projection polaire. 

Mais cette dernière méthode de projection 
inférieure à la cylindrique, sous le rapport 
descriptif- pratique, s’est montrée supérieure à 
son tour sous celui de la clarté des images pro- 
duites , et surtout en raison de leur simplicité, 
ou , pour mieux dire , de leur unité ; ce qui a 
permis de la transformer en un instrument de 
recherche d’autant plus puissant qu’il a été possible 
d’en généraliser indéfiniment les images : chacune 
d’elles, ainsi généralisée, constituant alors une 
espèce de formule graphique applicable à une 
infinité de cas particuliers. 

La première généralisation s’obtient par la 
suppression de l’œil ou pôle; la seconde, en 


Digitized by Google 



VIIJ 


AVERTlSSEMtNT. 


rendant variable le plan parallèle au tableau qui 
contient les limites; et la troisième enfin, en 
admettant que ce plan variable cesse de se trouver 
parallèle au tableau; et qu’il rencontre ce dernier 
suivant une ligne particulière constituant l’arête 
ou la sécante commune du dièdre sur lequel la 
projection est alors exclusivement exécutée. C’est 
cette dernière modification que nous avons appelée 
dièdre, et dont nous aurons soin d’expliquer, en 
peu de mots, les épures élémentaires avant de 
l’employer à la solution des problèmes du second 
ordre qu’il nous reste encore à résoudre dans 
cet appendix. 
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CALCUL PAR LÉ TRAIT, 


INTERPOLATION CIRCULAIRE 

OU REPRODUCTION 

DES FORMES COURBES , 

PAR UNE SUITE D’ARCS DE CERCLE TANGENTS. 


Quand on procède à l’étude d’une voûte en anse de panier, 
les arcs de cercle successifs au moyen desquels on par- 
vient définitivement à composer l’épure de cette espèce de 
cintre , constituent uniquement le matériel du tracé ; ce 
qu’on se propose réellement , en pareille circonstance, c’est 
d’obtenir une certaine forme courbe , que la succession de 
ces arcs de cercle doit figurer et reproduire le plus exacte- 
ment possible. En d’autres termes , c’est une description 
approximative d’une courbe type, dont on ne saurait ob- 
tenir la description rigoureuse , au moyen du cercle , que 
par la série complète de ses cercles osculatenPs , et qui , par 
conséquent , sera toujours d’autant mieux figurée , que les 
arcs qu’on y emploiera s’approcheront davantage du cercle 
osculateur avec lequel ils se trouveront en regard. 

Cette simple donnée comporte tout un système ; et il 
est bien évident que , pour être complet , ce système , au- 
quel nous avons donné le nom à’ interpolation circulaire , 
doit' embrasser depuis la description des courbes, par la 
série non interrompue des cercles osculateurs , jusqu’au 
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tracé (les anses de panier les plus compliquées. Ce n'est , 
en effet , que lorsque les divers problèmes compris entre 
ces limites pourront se trouver résolus par une méthode 
commune , qu’on sera autorisé à les classer sous une même 
dénomination générique. Dès lors on comprendra sans peine 
ce qui nous a porté à revenir sur une matière que nous 
avons déjà traitée dans le corps de cet ouvrage , pour lui 
donner, en tant que méthode, tous les développements 
dont elle était encore susceptible. Nous tâcherons , d’ail- 
leurs , de justifier, par des détails nouveaux, quelques 
redites inévitables en pareille Circonstance. 

Et d’abord , il résulte comme conséquence de l’idée fon- 
damentale qui constitue ce système, que , pour parvenir à 
reproduire le plus exactement possible un type courbe quel- 
conque, il est toujours indispensable de se rendre compte , 
au moins approximativement, de sa forme réelle; et, à 
défaut d'une description effective , de pouynir, dans cer- 
tains cas, obtenir son intersection avec une droite ; de 
savoir au besoin lui mener une tangente , soit en un point 
particulier du parcours, soit parallèlement à une direction 
donnée ; et enfin de pouvoir déterminer, au moyen de la suc- 
cession de ses centres de courbure , le contour réel ou appro- 
ché dont elle est une développante. Car il estbien évident , 
et nous en donnerons plus tard des preuves répétées, que 
plus la courbe choisie se prêtera à ces diverses recherches, 
et plus il deviendra facile de parvenir régulièrement à son 
interpolation circulaire. 

Or, comme on a la faculté d’adopter pour type . soit une 
courbe soumise à des lois géométriques , soit une courbe 
tout à fait arbitraire , avant de procéder à l’exposition gé- 
nérale du système et de ses diverses applications , il est 
indispensable d’indiquer, aussi (xunplétement que possible, 
la solution de ces divers problèmes ; solution rigoureuse 
quand la nature de la coiübe nous le permettra , et seule- 
ment approximative dans' le cas contraire, 
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Nous commencerons ce travail préliminaire pat exposer 
la théorie graphique des contacts du second ordre , afin de 
pouvoir donner la démonstration des procédés au moyen 
desquels on obtient , dans tous les cas , le centre de cour- 
bure relatif à un point quelconque d'une courbe donnée. 

OSCULATION DES COUBBES OU SECOND ORDBE.| 

11 est possible de parvenir à se faire une idée précise du 
contact d’osculation ; et, par suite, d’arriver à la détermi- 
nation du cercle osculateur dans les courbes du second de- 
gré , en ne faisant usage que de considérations presque 
toutes élémentaires. Voici les principes sur lesquels il suf- 
fit de s’appuyer pour cela : 

Une courbe du second ordre appartient toujours à un 
cône fermé; son plan se trouve, par conséquent, divisé 
par elle en deux parties distinctes , l'une intérieure et 
l’autre extérieure , par rapport à ce cône. ' 

Il s’ensuit que deux courbes qui se coupent réciproque- 
menten un point quelconque, ont nécessairement un second 
point de section commun ; car il faut que le cône qui con- 
tient celle des deux que l’on envisage comme pénétrant 
dans l’autre de l’extérieur à l’intérieur, puisse sortir de 
cette dernière pour venir se refermer sur lui-même. Sa 
génératrice de sortie correspondra au second point com- 
mun dans les deux courbes. 

Tl s’ensuit encore que ces deux courbes ne peuvent avoir 
que deux ou quatre points de pénétration réciproque. 
Quand elles en ont cinq, il en existe nécessairement un 
sixième : ellés se confondent. " * ~ 

Dans lès qtiàdrilatèhék de formes diverses que détermi- 
nent en général les quatre points de pénétration de deux 
courbés variables il jpeut arriver que la corde, qui unit 
deux sommets 8iiCces8Îf«''devienne nulle. Alors , par la 
raison que la courbe extérieure ne pénètre pas dans l’autre 
an point où la corde est venué's’aliDuh^, ’ il s’ensuit qu’elle 
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reste encore extérieure immédiatement après ce point de 
rencontre. C’est là le contact linéaire. 

Mais , si la corde qui devient nulle est une de celles qui 
réunissent deux points situés en diagonale dans ce même 
quadrilatère variable ; et si , pendant le mouvement qui 
produit cette annulation , le point d’intersection intermé- 
diaire maintient toujours sa position relative , les deux cour- 
bes arrivées au contact ne conserveront plus qu’une seule 
cordc commune ( la seconde diagonale ) ; et comme elles 
auront en outre une tangente commune à l’extrémité de 
cette corde unique , il y aura forcément , en ce dernier 
point , et tangence et pénétration. 

Pour que ce cas particulier se réalise , il est indispen- 
sable que les deux courbes ne se rencontrent qu’une seule 
fois hors du point de leur contact commun. Nous appelle- 
rons ce genre de tangence , osculation par intersection ; et 
nous indiquerons plus tard , avec tous les détails conve- 
nables , les diverses circonstances où cette dernière suppo- 
sition doit nécessairement se réaliser. 

Deux courbes peuvent encore , sans se confondre , avoir 
entre elles deux contacts linéaires distincts ; il suffit , pour 
cela , de les disposer de manière à ce que deux des cordes 
opposées du quadrilatère de pénétration deviennent nulles 
en même temps. Cette condition peut se formuler très- 
simplement : les deux systèmes de cordes parallèles à 
celle qui unit les deux peints de contact communs , doi- 
vent avoir , dans l’une et l’autre courbe , un même diamètre 
conjugué; puisqu’on doit, des deux parts, obtenir ce 
diamètre en joignant le centre de la corde commune au 
point de rencontre des deux tangentes également com- 
munes. 

La Ggure , dans cette dernière supposition , peut repré- 
senter à vMonté soit la projection d’un cône sur lequel les 
deux courbes se trouveraient tracées ; cône dont le sommet 
correspond au point de rencontre des tangentes communes, 


Digitized by Google 



APPENDIX. 


5 

tandis que celles-ci constituent le contour apparent de la 
surface, et que la corde unique qui réunit les deux points 
de contact figure à son tour la ligne d’intersection du plan 
de ces mêmes courbes. — En plaa, cette dernière ligne est 
ce qu’on appelle leur sécante ou polaire commune, a^'ant 
pour pôle commun , dans les deux courbes , le point d’in- 
tersection des deux tangentes. — En perspective plane , 
ces courbes figurent deux hyperboles qui ont mêmes 
asymptotes ( les deux tangentes communes ) , et qui , par 
conséquent , ne peuvent se rencontrer qu’à l’infinii L’une 
sera donc tout à fait extérieure par rapport à l’autre. 

Quand la corde commune d’un pareil système devient 
nulle à son tour, toutes ces propriétés subsistent encore à 
la limite du mouvement d’annulation. — Le sommet du 
cône , ou le pôle commun , coïncide avec le point où vien- 
nent se confondre les lieux de contact des deux courbes ; 
et c’est la tangente en ce point qui se trouve elle-même la 
sécante commune correspondante ; de façon que le pôle est 
alors un des points de la pôlaire. 

Considérons maintenant i , le système des deux cour- 
bes auxquelles nous venons de parvenir, comme une perspec- 
tive plane. Si nous prenons pour limite du plan où les deux 
courbes sont tracées , la tangente ab elle-même , nous y 
trouverons deux paraboles égales , dont l’une provient de 
l’autre par un mouvement de translation opéré dans le sens 
de l’axe parabolique commun. *■ 

En effet , pour que ces courbes soient toutes deux sur le 
même cône (ou , ce qui revient au même , pour que la ligne ab 
soitleur sécante commune , et que le pôle de ab soit en a) , il 
faut , si l’on mène dans ce cône une génératrice quelconque 
ad, que les deux traces du plan tangent suivant cette 
génératrice sur le plan des deux courbes, viennent con- 
courir en un même point ô de la sécante commune. — Et , 
d’un autre côté , pour que le point c provienne en perspec- 
tive plane du point d , par un mouvement de translation 
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parallèle au diamètre parabolique , dont la limite est en a, 
il faut que la ligne cd ait sa limite au même point a; et, 
de plus , que la tangente bd ae s)it aussi transportée parallè^ 
lement h elle-même, c’est4-dipe qu elle ait conservé même 
limite b sur la limite i^du plmi où le mouvement s'op^e. 

On peut donc reconnaître en a une nouvelle ^èce de 
contact qui , se trouvant la limite où est venue s'opérer la 
réunion de deux contacts linéaires di^incts , n’admet cette 
fois aucune pénétraticm entre les deux courbes ; oNitact 
qui se manif^te par des relations toujmrrs faciles à%Éx>n- 
naitre > et que l’on peut désigner par le nom d'oseidation 
sans pénétration. — 11 est d’ailleurs facile de s’assurer que 
tout cercle tangent plus grand que l’osculateur oc coupera 
nécessairement l’ellipse en deux autres points.'b-^Jn >*t 

Supposons en eilèt un second cercle d’un rayon plus 
grand , et tangent en a , il embrassera entièrement le cm«cle 
oscubteur, et on pourra le cansidéror comme une nouvdle 
section circulaire du même cône sur lequel se trouve le pre* 
mier ; il devra donc couper às(m tour le plan de l’ellipse , sui- 
vant une parallèle à ab. Sa rencontre avec ieplan tangent au 
cône selon la génératrice ad , donnant , par la même raison , 
une parallèle db à la tangente cb, octte parallèle viendra mi- 
coBtrer la tangente à l’ellipse en un point ù'qui appartiendra 
à la fois au plan de ces deux courbes. Menant donc par ce 
point use parallèle à aô, son intersectioB toujours réelle 
-avec le nouveau cercle donnera en général les deux points 
où celui-ci vient couper la courbe. Il est bien entendu que 
cette démonstration ne s’applique qu’aux cercles voisins du 
cercle osculateur-, car le second cercle tangent pourrait 
'Agrandir assez pour embrasser entièrement la courbe ; leur 
intersection n’en serait pas moins-réelle , considérée comme 
intersectkm plane ( comme sécante commtme ) , mais elle ne 
seca i t plusalors qu’une corde communoMnaginaire. Le cercle 
osculateur est donc ici le plus grand des cercles intérieurs à 
la courbe, qui peuvent la toucher sans la couper. ' 
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Uoe (lémoDfttration anaio^e s’applique au cercle, oscu- 
lateur par pénétration ; avec cette différence pourtant que 
les deux cercles tangents , soit plus grand , soit plus 
petit, couperont tous deux la courbe en un point qui se 
rapprochera d’autant plus du point de contact du cercle 
osculateur que leur rayon différera moins du rayon de 
courbure. 

Soit A % , un point quelccmque situé sur une ellipse 
pour fixer les idées, si l'on mène par ce point les deux 
cercles qui , tangents en a , peuvent encore toucher le con- 
tour elliptique en un second point , l’ensemble de ces trois 
<»urbes réciproquement tangentes pourra être envisagé 
comme la projection de trois sections d’un même cône obli- 
que à base circulaire , dont le sommet serait en a. Car, si 
l’on fait passer un plan par les deux tangentes paraUèles ef 
(Abc, chacune située séparément sur le plan de l’un des 
cercles , ce pian déterminera dans le cône une section qui 
aura les mêmes droites pour tangentes aux mêmes points 
de contact c , e , et qui devra passer en outre par le point a , 
où elle aura encore pour tangente celle qui l’est déjà aux 
deux cercles.Cette courbe de section se confondra donc avec 
l’ellipse proposée. 11 s’ensuit que toute section parallèle 
.lu corde de base , donnera dans ce cône un nouveau cerde 
langent «a a , et dont l’intersection avec le plan de l’ellipse 
sera une eorde constamment parallèle avec bc ci ef. ■ 

■■ Dcmc si par a on mène une parallèle à cette direction 
particulière , on aura la corde unique am du cercle oscula- 
teur. Tmit cerde plus graqd ou plus petit que lui , et dont le 
centre se trouverait sur la même normale , produisant dans 
l'ellipse une corde commune qui se détachera parallèlement 
à celle-ci , il s’ensuit que le point où l’un de ces derniers 
viendra couper l'ellipse , sera d’autant plus rapproché du 
point a , qu’il existera moins de différence entre son rayon 
et le rayon de courbure. 

Le cercle osculalenr est donc ici le cercle intermédiaire 
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eotre les cercles tangents qui coupent l’ellipse à droite du 
point a et ceux qui la coupent à gauche ; c’est donc celni 
qui reproduit le plus fidèlement la courbure qui corres- 
pond à ce même point. 

Nous avons déjà ramené les conditions du contact double 
à des considérations purement perspectives ; il est pa- 
iement possible de rattacher à des conditions d’un même 
genre l’osculation avec pénétration , et par conséqnent de 
faire dépendre d’une même espèce de mouvement les deux 
genres d’osculation que nous avons à considérer. f 

Imaginons en efiet deux paraboles égales qui , d’abord 
superposées, se seraient disjointes entre elles parallèlement 
à leur axe ; il est clair que les deux courbes , après le mou- 
vement , n’auront conservé qu’un seul point d’intersection 
commun. Si l’on met alors les deux figures en perspec- 
tive , il en résultera deux courbes qui aurimt à l’infini un 
même point de contact , puisque les deux axes , étant pa- 
rallèles , concourront en un même pcûnt de la limite com- 
mune de leur plan ; et elles s’y trouveront nécessairement 
*' tangentes et sécantes comme ayant conservé d’autre part 
un second point de pénétration unique. 

La même espèce de contact persisterait encore entre elles 
si la parabole disjointe avait exécuté en outre un mouvement 
de translaticm quelconque dans le sens de son axe ; car la 
condition d’une sécance unique n’en serait pas altérée. 

Ces propriétés étant générales , il va nous être permis 
de les traduire graphiquement en leur con^rvant toute 
leur généralité; et par conséquent une courbe du second 
ordre étant donnée , nous allons indiquer le moyeu de 
construire toutes celles qui peuvent avoir avec elle en un 
quelconque de ses points , soit une osculation de pénétra- 
tion , soit une osculation sans pénétration. 

11 en résultera une espèce de table graphique où l’on 
pourra se rendre compte de la variété des formes qui ré- 
sultent de ces divers rapports d’osculation . et de laquelle 
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on déduira sans peine le moyen le plus simple d'obtenir 
le centre de courbure correspondant à un point quelcon- 
que d’une courbe du second degré, soit celui du cercle 
osculateur en ce point. 

D’après ce que nous venons d’exposer ci-dessus , il est 
clair que tout se réduira à i considérer la courbe donnée 
comme la perspective d’une parabole, et à lui faire exécuter, 
dans cette supposition, soit un simple mouvement de trans- 
lation le long de l’axe parabolique , qui aboutit au point 
où doit s’opérer l’osculation , soit un mouvement de même 
nature , combiné avec un second mouvement de disjonction 
parallèle au même axe. 

Le procédé , envisagé sous ce point de vue , possède bien 
toutes les conditions de généralité requises , puisqu’on 
se trouvera conduit ainsi à toutes les formes de courbe qui 
peuvent avoir, en un point donné de la proposée , un con- 
tact quelconque d'osculation ; mais on pourrait croire , àu 
premier aperçu , qu’il n’offre pas toute la simplicité voulue 
pour devenir usuel. 

Nous ferons remarquer à ce sujet que, pour se rendre 
compte de la forme perspective d’une courbe qui change de 
position par un mouvement de translation linéaire ou par 
un mouvement de disjonction exécuté parallèlement à cette 
même ligne , ce qui est un second mouvement de translatien 
perpendiculaire au premier, et ce qui , par conséquent , 
donne les deux composantes d’un autre mouvement linéaire 
simple , exécuté par la courbe , en restant constamment 
parallèle à elle-même , il est , disons-nous , tout à fait inutile 
de la tracer dans ses positions diverses : il suffit toujours 
de considérer ce que deviennent , une fois les mouvements 
accomplis , une seule des cordes de la courbe primitive , et 
la tangente qui correspond à l’une de ses extrémités. • 

Dans les deux mouvements que nous avons à considérer, 
cette corde doit, pour satisfaire*,! lu condition d’identité, 
conserver une grandeur constante ; e.t , de plus, elle doit 
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aMectec coastamment une direction parallèle à sa direction 
primitire ; seconde condition à laquelle la tangente doit 
également satisfaire. Or, le tracé perspectif de relations 
|>areilles* est un des plus simples que l'on puine avoir à 
exécuter ; et l’on va reconnaître en effet que c’était, celui 
<[ui devait nous conduire par la vme la plus directe au but 
principal que nous nous étions proposé dans cette cireon- 
■stance ; à savenr ; de déterminer le cercle osculateur en un 
])oint quelconque d’une courbe du second ordre. On excu- 
.tera sans doute , en faveur du résultat , la marche que 
nous avons prise dans cette discussimt, et les considé- 
rations en apparence étrangères à notre sujet dont nous 
l’avons fait précéder. Elles se trouvaimit indispensables 
pour donner à la théorie graphique des osculations toute 
la généralité dont elle était susceptible ; et surtout , ainsi 
que BOUS l’avons annoncé , pour démontrer les constructions 
subséquentes qui devaient s’en trouver déduites. 

TABX.ES OBAPBX9VSS DES OSOUX.ATZOH8 
EITTBE EES COUBBES DD SEOOHD OHDRE. 

OSCULATION SANS PÉNÉTRATION. 

I 

Prenonsà volonté 3 , un point a sur une ellipse quel- 

conque ; roenons la tangente en- a, et le diamètre ab , con- 
jugué à cette tangente. Nous savons, d’après l’exposé ci- 
dessus , qu’il va nous suffire de considérer cetteellipsecomme 
une parabole située sur un plan dont la limite se confon- 
drait avec la tangente oc ; et , d.ms cette supposition , de 
faire exécuter à la courbe un mouvement de translation le 
long de l’axe parabolique ab. Ce mouvement , soit direct , 
soit rétrograde , produira une sectmde courbe ayant avec 
la proposée une osculation sans pénétration. 

Donc si l’on considère plus particuliérement une des 
cordes de parallèles à ao , cette corde devra se mouvoir 
parallèlement à ellc-/nèiuc , de telle sorte que ses deux 
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(ixtrémitcs se mainiiennent constamment snr les deux pa- 
rallèles cia et '00, qui l’embrassent dans sa position de 
départ. 

Arrêtée dans une situation quelconque , en DE , par 
exemple , le point E aura entraîné arec lui la tangente Ec, 
dont le point limite e reste invariable , à cause du paral- 
lélisme que doivent à leur tour aifecter les tangentes 
durant cette translation ; et , par conséquent , la nouvelle 
courbe sera tout à fait déterminée , puisqu’elle se trou- 
vera donnée par trois de ses points a, E, D, et par deux 
tangentes correspondantes. 

Nous regardons comme superflu d’indiquer ici les 
moyens d’achever sa description ; il suffirait , pour cela , 
d’opérer sur toute autre corde parallèle à de comme on vient 
de le faire pour celle-ci , en ayant bien soin de faire coïn- 
cider les deux mouvements : ce qu’on obtiendra si les 
deux côtés non parallèles du trapèze particulier que ces 
cordes détermineront dans la courbe primitive , se trouvent 
encore réciproquement parallèles après le mouvement 
opéré ; c’est-à-dire si chacun d’eux a conservé , comme 
les couples de tangentes qui correspondent à leur extré- 
mité , un même point limite , sur la limite ac du plan 
sur lequel le tracé perspectif s’exécute. 

Quand la cor^f variable de se mouvra dans le sens dD , 
la courbe produite sera extérieure à la courbe primitive ; 
transportée au contraire dans le sens dd , il en résultera 
une courbe intérieure. La courbe osculatrice sera donc 
constamment fermée dans cette dernière circonstance. — 
Elle ne commencera même à s’ouvrirquelorsquela cordeDE 
sera arrivée à la position particulière dans laquelle sa gran- 
deur efieetive se trouvera exactement égale à quatre fois 
la grandeur efieetive de ac. Alors la courbe produite sera 
uue parabole ; car telle est la relation métrique à la- 
quelle toute parabole doit satisfaire. Au ddà , la courbe 
osculatrice prendra la forme hyperbolique , et cette forme 
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persévérera jusqu'à ce que la corde mobile, ayant passé 
par l’infini , revienne renversée comme en E'D' sur la 
partie imaginaire du plan , pour s’annuler encore au point 
de départ a , et redonner naissance à des courbes fermées 
en rentrant dans la partie réelle. 

Voilà donc, ainsi que nous l’avions annoncé, une 
première table ou formule graphique au moyen de laquelle 
il sera possible d’obtenir la succession infinie des courbes 
qui ont avec la proposée un contact d’osculation non péné- 
trant ; et dans le cas particulier que nous venons de traiter, 
il est évident que la forme circulaire ne saurait en faire 
partie , puisque toutes ces courbes doivent avoir un même 
système de diamètres conjugués , dont la tangente ac et 
Taxera déterminent invarialblement l’inclinaison angulaire. 

OSCULATION PAR PÉNÉTRATION 

Prenons la même forme de courbe , fig. 4 > et , sur elle* le 
mêmepoiuta. Nous savons quepour obtenir unecourbenou- 
velle, qui ait en a une osculation de pénétration , il suffiten- 
core de la considérer perspectivement comme une parabole , 
et de supposer cette fois qu’elle change de place par un mou- 
vement de disjonction opéré parallèlement à son axe. — Nous 
pouvons encore substituer ici le mouvement d’une corde et 
de la tangente correspondante à celui de ja courbe entière. 

On prendra donc une corde quelconque de parallèle à la 
limite ac, et on la transportera sur sa propre direction-, 
tout en lui conservant sa même grandeur D£ , puisqu'un 
pareil mouvement n’altère pas , en perspective , la gran- 
deur effective des lignes parallèles à la limite. La tan- 
gente ce suivra ce mouvement nouveau en restant parallèle 
à elle^méme , c’est-à-dire , en conservant même limite c ; 
et la nouvelle courbe se trouvera encore déterminée par les 
• t^oiappints a , D , E, et par les deux tangentes ac et cE; 

son axe Va se trouvera parallèle à èa , vu qu’ils ont la 
! même limite en a. 
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Ici l’osculatrice sera toujours de même nature que la pro- 
posée , et , dans toutes les transformations analogues , elle 
oiirira constamment une surface équivalente. 

Mais , nous avons vu que la parabole disjointe pouvait , 
en outre , exécuter un second mouvement de translation 
le long de son axe Va , sans altérer pour cela le genre d’os- 
culation pénétrante quelle possédait avec la courbe primi- 
tive ; et comme , d’après ce que nous venons d’exposer en 
construisant la table graphique précédente , ce nouveau 
mouvement donnera lieu à une autre série de courbes qui 
seront toutes osculatrices entre elles , mais osculatrices sans 
pénétration , il s’ensuit qu’on arrivera graphiquement au 
but proposé , non-seulement par un mouvement quel- 
conque de translation de la corde de sur sa propre direc- 
• tion, mais encore, cette espèce de mouvement une fois 
opéré , par un second mouvement tout à fait identique à 
celui qu’elle aurait à exécuter pour produire cette fois 
l’osculation sans pénétration. 

Le premier mouvement donnera constamment une 
courbe osculatrice pénétrante de même nature que la pro- 
posée ; le second modifiera à volonté cette forme primitive , 
et produira, selon ce que nous avons déjà exposé, une 
ellipse , une parabole ou une hyperbole. 

Or, comme il existe une certaine position de disjonction ‘ 
dans laquelle le centre de la corde mobibe de coïncide avec 
la normale commune élevée au point a ; comme l’ellipse qui 
correspond à cette position particulière de disjonction laté- 
rale <i'e' se trouve ainsi rapportée à ses diamètres conjugués 
rectangulaires , c’est-à-dire à ses axes , et comme dans la dé- 
formation d’une pareille ellipse par un second mouvement 
de translation suivant son axe parabolique b'a^ il se trouve 
toujours un cercle, et un cercle unique, il s’ensuit que 
ce cercle est le seul cercle osculateur de toutes les courbes 
de formes différentes réciproquement osculatrices que l’on 
peut produire au moyen de la double déformation indiquée 
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ci-dessus , qu’il a avec toutes une osculation de sécance , et 
qu’il n’y a que les courbes qui proviennent de sa propre 
déformation , dans le sens de la normale al/, avec les- 
quelles il puisse avoir une osculation non pénétrante. 

Il s'ensuit , enfin , que pour trouver le cercle osculateur 
en un point quelconque d’une courbe du second degré , il 
faut déformer celle-ci par disjonction parabolique, de 
« façon que le nouvel axe coïncide avec la normale de contact , 
et déformer de nouveau cette seconde courbe , par trans- 
lation le long de son axe normal , jusqu’à ce qu’elle de- 
vienne un cercle. Ces données se traduisent par les con- 
i atructions suivantes ; elles sont aussi simples à exécuter 
^IM Êiciles à retenir. 

■ÿ &o\labc,fig. 5, un arc quelconque du second degré -, soit bn 
la normale au point b , et soit de ime tangente en un point 
quelconque c , par lequel on aura fait passer en outre une 
corde ca parallèle à la tangente bd , corde dont le centre o 
fournira le second point du diamètre conjugué bo. — On 
portera de m en c' la demi-corde oc ; on joindra c kb, et , 
du point <2, on abaissera sur bd une perpendiculaire qui 
viendra rencontrer la normale au point r, centre du cercle 
osculateur cherché. Pour justifier cette construction, il 
va , d’après ce que nous avons exposé ci-dessus , nous suf- 
fire de démontrer qu'elle donne le cercle osculateur de la 
courbe dc'b^ qui , par cette déformation dans laquelle l’axe 
parabolique et la normale se confondent , se trouve ainsi 
rapportée à ses axes. 

Or, il est évident que le cercle qui aura son centre en r, 
et rb pour rayon , coupera bd en un second point dont la 
tangente viendra passerpar le point </, et, parconséquoit, 
que ce sera une des courbes déformées qui ont au point a 
une osculation sans pénétration avec l’arc redressé àbd, 
et par suite une osculation de sécance avec l’arc proposé. 

Si le point d , au lieu d’étre quelconque, correspondait 
à l’extrémité de l’autre axe , ce qui ne peut avoir lieu que 
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dans la forme elliptique , la même ligne dr'^ perpendicu- 
laire sur bc, donnerait en r et en r les centres de cour- 
bure situés sur les deux axes , c’est^-dire les deux rayons 
de courbure maxima et minima cV et br. Eln remarquant 
la similitude des trois triangles rectangles r^dc\ c' db et bdr, 
on en tire leur valeur bien connue 


, bæ dæ 

‘"= 73 ' ‘““^= 13 - 


Si la forme de l’arc a!bc était parabolique , et que le 
point c' correspondit à celui dont l’abscisse égale l’ordonnée , 
on trouverait br ^bd= \ me' x= ~ paramètre. 

Nous remarquerons , à ce sujet , que toutes les fois que 
l’arc auquel on se propose d’appliquer la c<m$truction pré- 
cédente fait partie d’une parabole , on est dispensé de me- 
ner la seconde tangente cd, pourvu que l’on coimaisse la 
grandeur de la corde ac ; ou bien de ebereber la grandeur 
de cette corde , quand on a déterminé la seconde tangente 
cd, vu que la corde ac égale toujours , dans ce cas parti- 
culier, quatre fois la portion de tangente bd. 


DETERMINATION OU CERCLE OSCULATEUR SUR LES COURBES 
AUTRES QUE CELLES DU SECOND ORDRE. 


Ce que nous avons à exposer à ce sujet exige que nous 
indiquions d’abord le moyen de mener une tangente en un 
point quelconque d’une courbe arbitraire ; car la construc- 
tion de la tangente et de la normale doivent nécessairement 
précéder celle du cercle osculateur. 

Prenons donc ,Jig. 6 , un arc de courbe abc , soit de con- 
struction arbitraire , soit de construction régulière , mais tel 
que l’on ignore le nmyen géométrique de lui mener des 
tangentes. Du point de contact proposé a , ou tracera 
dans cette courbe les cordes ac , oc', ne" , ab , ab' , ab" , etc. 
Eu s’arrêtant aux deux dernières , qui donneront à droite 
et à gauche de a des intersections distinctes, on décrira , 
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du point a , un cercle quelconque ; on portera ensuite le 
rayon de ce cercle sur la direction de chacune des cordes 
prolongées s’il le faut , et à partir du second point où elles 
viennent percer la courbe , mais de telle sorte , par exemple , 
que les cordes qui occupent la droite de a soient augmentées 
de la grandeur constante.du rayon cd^ cd, etc. , tandis que 
celles de gauche seront diminuées au contraire de la même 
quantité , ùV, etc. , ou réciproquement ; leur extrémité 
fournira une suite de points qu’il suffira de réunir par un arc 
de courbe qui viendra couper le cercle en un point o appar- 
tenant à la tangente cherchée ; et comme cette construction 
peut s’exécuter de deux manières symétriques , les deux 
résultats obtenus se serviront de vérification mutuelle. 

On démontre ce tracé, soit en admettant que les deux 
courbes ainsi produites sont des courbes d'erreur à ordon- 
nées polaires , et quelles viennent en conséquence couper 
le cercle au point particulier où aboutit le rayon qui , par- 
tant de a , détacherait une corde nulle sur la courbe pri- 
mitive , soit en remarquant que cette même construction 
est une épure polaire de surface gauche, dans laquelle la 
génératrice mobile est assujettie à s’appuyer : i° sur un 
cercle qui serait parallèle au tableau , et dont l’oeil occu- ' 
perait le centre ; 2 * sur la courbe donnée située elle-même 
sur le tableau ; 3" enfin , sur la droite qui joindrait l’œil au 
{K>int a. La ligne qui unit ce dernier au point o étant la 
trace du plan tangent à la surface au point a, est nécessaire- 
ment tangente à la courbe de section que le tableau y déter- 
mine , c’est-à-dire à la courbe proposée. — Les génératrices 
mobiles d’une pareille surface sont assujetties à avoir en 
perspective une grandeur constante mesurée par le rayon 
du cercle directeur; leur prolongement doit en outre 
passer par le pointa-, dès lors on reconnaît sans peine , 
dans la courbe ddd\ ee'e", la limite de la surface; et, par 
conséquent , le point o se trouve la limite de la génératrice 
particulière qui a sa trace en a. Son plan de projection 
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laissant en outre par lu directrice linéaire qui perce le ta- 
bleau en a , est donc tangent en ce point à la surface , ainsi 
que nous l’avions annoncé. 

Ayant , fig. y , la tangente en A , il ne s’agit plus que 
d’obtenir le cercle osculateur correspondant au même 
point; et, pour cela , il ii’y aura qu’amener une corde 
((uelconque dans une direction parallèle \xbd qui se rap- 
proche le plus possible de cette tangente, mais de telle sorte 
pourtant que ses intersections a et c soient encore sulHsam- 
ment distinctes. En cherchant alors le rayon de courbure 
de la parabole qui, tangente en 3, passerait par les points a 
et c, on aura évidemment, avec une approximation presque 
toujours suffisante , le rayon de coürbure hr cherché. 

On pourrait encore , dans le même but , mener les deux 
tangentes en c et eu a , et chercher les centres de courbure 
des deux ellipses dont l’une, tangente en c et en passerait 
simplement par a , et dont l’autre , tangente en a et en h, 
passerait simplement par c : la moyenne des deux rayons 

,W , ainsi obtenus, donnerait avec plus de précision le 
rayon de courbure cherché. On voit que cette méthode se 
réduit à substituer à l’arc donné un arc du second degré 
qui en diffère assez peu pour qu'il ne puisse y avoir de 
diflérence sensible entre les cercles osculateurs réciproques. 

M. Olivier, pour arriver au même résultat, emploie un 
système de courbes d’erreur que l’on peut ramener à la 
construction suivante ; Du point a , jig. 6 , menez la nor- 
male , ainsi que les cordes les plus voisines , à intersections 
distinctes; élevez des perpendiculaires sur le centre de 
chacune des cordes , puis portez sur chaque perpendicu- 
laire , à partir de leur intersection avec la normale , la gran- 
deur de la demi-corde correspondante ; joignez enfin par 
une courbe /, /", etc. , les points ainsi obtenus , et celle-ci 

viendra couper la normale au centre du cercle osculateur 
cherché. Ce point correspond en effet au cercle tangent 
dont la seconde intersection avec la courbe serait venue 
« « ^ 
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se confondre avec le point de contact; et on se rappelle 
que c’est en cela que l’osculalion consiste. 

Moyennant ces divers tracés préliminaires , et moyen- 
nant quelques tracés que noos indiquerons en leur lieu , 
il va nous être permis d’aborder la solution générale du 
problème des anses de panier que nous nous sommes spé- 
cialement proposé; et, par suite , d’entrer dans les détails 
circonstanciés qui concernent ses applications les plus 
usitées. 

Nous traiterons d’abord sommairement les divers cas 
où la courbe à reproduire se trouverait donnée ; i* par un 
tracé tout à fait arbitraire exécuté à la main ; 2 ° par une 
succession de points ou* de tangentes choisis également 
d’une manièrearbitraire ; 3° enfin par un système de points 
ou de tangentes provenant d’une description régulière , 
et appartenant à un arc quelconque de courbe géométrique. 
C’est dans cette dernière catégorie que nous choisirons nos 
principales applications. 

Dans le cas d’une courbe arbitraire déjà tracée à la main, 
on mènera à celle-ci ses tangentes extrêmes , et toutes 
celles qui , dans l’étendue de son parcours , correspon- 
draient à uii point d’inflexion ou de rebroussement, de 
manière à la partager en une suite d’arcs qui ne présentent 
aucun point singulier dans leur étendue , et qui porteront 
ainsi avec eux leurs tangentes extrêmes. On élèvera les 
deux normales correspondantes à ces mêmes extrémités, 
et de leur point de rencontre , avec un rayon égal à l’une 
d’entre elles , on décrira un arc de cercle qui sera prolongé 
jusqu’à la rencontre de la direction de l’autre normale. 
Tous les sens de courbure de l’arc proposé ayant une por- 
tion d’arc parallèle dans l’arc de cercle , et les courbures 
analogues de direction s’y trouvant toujours comprises 
entre deux couples de tangentes parallèles , ce dernier 
prendra le nom d’arc ou dè cercle directeur ; cela fait , U 
y aura deux manières de procéder ; 
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On peut, d’abord , choisir dans le cercle directeur un 
polygone inscrit d’une forme quelconque , puis tracer 
dans la courbe un polygone inscrit correspondant , assu- 
jetti à avoir tous Ses côtés parallèles à ceux du premier, 
le tout en partant du sommet commun , et procédant , 
de part et d’au^j^A ' ordre, jusqu’aux deux points 
qui terminent' sëparétaient tes deux courbes. 

On peut é^lement, dansod tracé préliminaire, com- 
mencer par établir de préférence le polygone inscrit à la 
courbe, et en déduire alors le polygone conjugué dans le 
cerclée Ce dernier procédé s’applique spécialement au cas 
particulier dans lequel la courbe type se trouve donnée par 
une succession de points isolés. Il permet de satisfaire à 
chacun des points donnés ; mais , sauf une seule , il fixe in- 
variablement les relations angulairesdu polygonedirecteur. 

Le premier, toutes les fois qu’il sera permis de l’adop- 
ter, donnera la facilité d’établir dans le cercle directeur 
un polygone régulier^ et par conséquent il permettra de 
figurer la courbe par une succession de voussoirs ( nous 
appellerons v'Otusoir chaque secteur circulaire décrit avec 
un même rayon ) soit d’un même nombre de degrés , soit 
d’une ouverture arbitraire. ’L 'i-. 

Une fois les deux polygones adoptés , ce qui exige en 
général quelques tâtonnements , quand on détermine d’a- 
vance les relations angulaires , vu que le polygone inscrit 
au type peut avoir forcément quelques-uns de ses sommets 
situés hors de la courbe donnée , il suffit de mener par les 
divers, somdsets.de iMut qui correspond à la courbe une 
parallèiaau rayCBqiii , dans le cercle directeur, aboutit aux 
poinU bem^ogaos , pour obtenir la série complète des 
raydns de l’intâ^lation que l'on s’était proposée. Cha- 
que rapeiMI|teràwfilif(j|te constitue alors un joint qui, se 
trouvant renooàtré en deux points difiérents , par les deux 
qui le précèdent et qui le suivent immédiatement , fournit 
ainsi les deux centres de courbure différente des voussoirs 
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dont les arcs se réunissent tangentiellement à ses extrémités. 
Il est clair que plus le polygone que détermine la succession 
des ceutres se rapprochera de la développée provenant 
de la courbe à décrire , et plus cette dernière se trouvera 
reproduite avec fidélité ; de façon que le problème d’inter- 
polatiou circulaire, pour pouvoir être traité avec toute 
la généralité et la perfection désirables , implique , comme 
nous l’avons déjà fait remarquer , la nécessité de se rendre 
compte préalablement d'un certain nombre de rayons de 
courbure de la courbe à reproduire. 

'La méthode générale ainsi exposée , nous allons trai- 
ter avec détail les cas particuliers dans lesquels on se 
propose d'interpoler un pareil arc de courbe au moyen 
de deux ou de trois voussoirs seulement. Ce sont les 
seuls qui présentent un véritable intérêt , parce qu’on peut 
toujours les résoudre par la droite et le cercle , et surtout 
parce qu’il est presque toujours possible de ramener à une 
série de pareils problèmes élémentaires les interpolations 
les plus compliquées en apparence. 

Mais avant tout , puisque nous nous sommes imposé la 
condition de traiter les divers cas d’interpolation circu- 
laire , abordons celui où il s’agirait de remplacer un arc 
de courbe quelconque par un seul voussoir. 

Quandl'arc est infiniment petit , c’est lecercle osculateur 
qui satisfait complètement à cette donnée; mais quand 
l’arc à reproduire est de grandeur finie , il peut se présen- 
ter deux cas : ou la portion de courbe proposée se trouvera 
symétrique par rapport aune de ses normales , ou cette 
condition ne pourra se trouver remplie. 

Dans le premier cas , pourvu que l’arc à reproduire ne 
soit pas d’une trop grande étendue , on pourra lui substi- 
tuer, non son cercle osculateur au sommet de symétricité , 
puisqu’en général ce cercle , ayant en ce point un contact 
sans pénétration , ne rencontrerait pas la courbe , mais un 
cercle tangent à ce même sommet , et d’un rayon supé- 
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rieur ou moindre selon les circonstances ; celui , par 
exemple, qui viendrait couper la courbe aux deux extré- 
mités de l’arc proposé , quand les données comportent cette 
forme de solution ; ou , du moins , à l’extrémité la plus voi- 
sine du sommet symétrique. On pourrait encore, selon la 
disposition des données , adopter un des cercles moyens 
qui ont deux contacts linéaires distincts avec la courbe. Le 
voussoir ne passerait plus alors par le sommet de symétri- 
cité ; et ce serait au dessinateur à juger du tracé qu’il con- 
viendrait d’adopter de préférence. 

Dans le second cas , il faudra choisir parmi les cercles 
tangents au centre delà courbe un de ceux qui se rappro- 
chent le plus du cercle osculateur sécant en ce point , et 
qui viendrait passer par une des extrémités de l’arc; ou 
encore celui qui, tangent à l’une des extrémités, vien- 
drait passer par l’autre. Après avoir essayé ces quatre 
moyens de rejiroduction , on adoptera le voussoir qui sa- 
tisfera le mieux aux conditions du problème. En général , 
ces tracés ne pourront convenir qu’à de très-petits arcs ; et 
la raison en est simple : c’est qu’il faut presque toujours 
deux voussoirs pour que le tracé d’une interpolation cir- 
culaire puisse se trouver tangent aux deux extrémités de 
l’arc à reproduire , et que , lorsque cette dernière condi- 
tion ne peut être remplie , l’interpolation qui en résulte 
se trouve nécessairement imparfaite. 

Nous passerons donc immédiatement au cas tout à fait 
régulier où la même interpolation devra s’opérer au moyen 
de deux et de trois voussoirs. 

ANSES DE PANIER ÉLÉMENTAIRES. 

Supposons qu’on nous donne , dans l’arc à interpoler cir- 
culairement , fig. 8 , les tangentes extrêmes ao et bo , plus la 
direction d’une troisième tangente intermédiaire. — 11 ré- 
sulte des propriétés du cercle directeur que quand celle-ci 
fera avec les premières un angle égal de part et d autre , le» 
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deux voUssoirs correspondants seront d’un même nombre 
de degrés et qu’en général le rapport de leur mesure 
angulaire dépendra uniquement de cette inclinaison. 
On pourra donc toujours , et dans tous les cas, la choisir 
en conséquence. Ce choix une fois fait , on devra mener 
par O une parallèle od à la direction choisie , porter 
de O en d la grandeur ob , et de o en c la grandeur ao ; 
mener ensuite les droites ac et bd-, puis, de leur point 
de rencontre n , ahaisser une perpendiculaire sur la di- 
rection donnée : ce sera le joint commun des deux voiis- 
soirs cherchés ; elle fournira , en conséquence , en r et en r , 
les deux centres correspondants. — On démontre cette 
construction en remarquant qu'une parallèle à de , menée 
par le point n , y sera divisée en deux parties réciproque- 
ment égales aux deux segments interceptés par elle , sur les 
tangentes correspondantes , à partir des deux points de 
contact extrêmes , et que c’est là précisément la condition 
du tracé circulaire qu’on s’était proposé. On peut remar- 
quer encore que cette construction reste en quelque sorte 
indépendante du cercle directeur. 

Si , au lieu de la tangente intermédiaire , on donnait un 
point isolé , il faudrait trois voussoirs pour satisfaire à ces 
données , et , de plus , l’on ne serait plus mattre d’égaliser 
leur mesure angulaire. Nous traiterons ce cas particulier 
comme une conséquence du suivant. 

Si , avec les mêmes conditions de courbure , savoir, les 
' deux tangentes extrêmes , et la même condition d'égalité 
angulaire , on demandait, yfg. 9, de parvenir du point a au 
point b au moyen de trois voussoirs , il faudrait, par a et 
par mener les deux cordes correspondantes à la division 
ternaire de l’arc directeur, l’une bo, en prolongement de sa 
propre direction , et l’autre ao , dans une direction paral- 
lèle. En prenant alors , à partir du point o , deux distan- 
ces égales od , oc , il est évident que les trois voussoirs 
qui auront pour corde ac , cd et db . et dont on obtiendra 


APPfMOIX. 


les centres r, r', r", en menant , par c tid , des parallèles 
aux deux rayons intermédiaires dans le cercle directeur, 
satisferont aux conditions du problème. Mais on peut 
remarquer, en même temps, que la position de la corde 
cd reste ici indéterminée , bien que sa direction soit con- 
stante ; car une autre parallèle «/ri' conviendrait également 
à ces données. Il y a deux moyens pour se déterminer dans 
le choix à faire entre elles : premièrement la connaissance 
exacte du type de courbe à reproduire; et alors , en traçant 
la portion d’arc qui correspond à la corde variable , on 
pourra choisir, parmi toutes les positions qu’elle peut 
ailécter, celle qui permet de s’en rapprocher le plus ; se- 
condement si , a'u lieu de cette forme type , on possédait sa 
développée, comme le lieu variable descentresdu voussoir 
intermédiaire se trouve alors sur la ligne indéfinie or', il 
suffirait de choisir ce centre en un |K>int qui s’en rappro- 
chât autant que possible. 

Si la division circulaire de l’arc régulateur se trouvait 
inégale au lieu d’étre exactement ternaire , la corde inter- 
médiaire cd ne détacherait plus , à partir du point O , des 
distances égales ; mais à cela près , sa direction étant tou- 
jours la même que celle de la corde qui lui correspond dans 
le cercle directeur, il n’y aurait dans le tracé ci-dessus que 
cette circonstance de changée, et la solution de ce second 
problème élémentaire n’en serait pas autrement altérée. 

Par conséquent , dans le cas déjà énoncé , où l’on don- 
nerait les deux tangentes extrêmes et un point intermé- 
diaire d ,fig. 9, il n’y aura qu’à joindre ce point à l’une des 
extrémités, au pointé par exemple, et à prendre la ligne odb 
comme prolongement de la première corde directrice cir- 
culaire , ce qui détermine forcément dans le cercle l’origine 
s delà corde intermédiaire, et fuit rentrer cette solution 
dans le cas général où les cordes directrices se trouvent iné- 
gales, ce qui permettrait de satisfaire à un second point c. 

On va comprendre le motif qui nous a fait plus particu- 
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lièrement insister surJa solution de ces problèmes auxquels 
nous avons donné le nom d’élémentaires , : c'est que toute 
interpolation circulaire , quelque compliquée de forme et 
de condition qu’on puisse se la figurer, deviendra immédia- 
tement exécutable , par la droite et le cercle (nous parlons 
simplement ici de la description des arcs voussoirs , et de 
la certitude de leurs points de départ , de parcours et d’ar- 
rivée) , aussitôt qu’il sera permis de diviser la courbe type 
en tm certain nombre de couples de deux et de trois vous- 
soirs, car il deviendra possible de l’exécuter par une suite 
de ces tracés élémentaires. 

Nous allons appliquer les considérations précédentes 
à la description des cintres connus , dans l’art de Id 
coupe des pierres , sous le nom d’anses de panier. 
Comme ce cas particulier d’interpolation circulaire con- 
siste à tracer les cintres des arches surbaissées , et que le 
principal but , dans cette circonstance , doit être la régu- 
larité des formes, nous y trouverons une occasion tout 
à fait convenable de traiter en détail le cas d’iuterpolation 
régulière , celui où l’on a pour but de reproduire une 
courbe géométrique. 

Il existe un assez grand nombre de courbes qui sont de 
nature à convenir à la forme type d’un cintre surbaissé. La 
première et la plus parfaite est sans contredit une demi- 
ellipse rapportée à ses axes ; la seconde , deux arcs égaux de 
parabole , assujettis chacun à se trouver tangents à la di- 
rection des piédroits , et à une horizontale passant par le 
point de montée ; troisièmement , deux arcs de développante 
du cercle , compris entre les deux mêmes tangentes ; qua- 
trièmement , deux arcs de spirale logarithmique assujettis 
aux mêmes données ; enfin , tout arc de courbe régulière 
qui , compris entre la tangente de montée et la tangente du 
sommet, satisferait en outre aux principales conditions 
d’élégance et de stabilité qui dominent dans toutes les 
questions où il s’agit de travaux publics. 
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• ANSES DE PANIER A FORME ELLIPTIQUE ET PARABOLIQUE. 

Quand, pour tracer une anse de panier, on voudra se gui- , 

der sur la forme elliptique, ce qu’il y aura de plus simple 
sera de déterminer le contour approché^ de la développée 
qui correspond à l’ellipse particulière qu’on se propose 
de reproduire. On y parviendra , lo , en complétant le 
rectangle que déterminent ses demi-axes (la demi-ouver- 
ture et la montée), décrivant le cercle bah dont l’ellipse 
se trouve une projection cylindrique dièdre , et cherchant 
ce que devient le point a situé sur la diagonale du carré 
circonscrit h ce cercle ( qui servira plus tard de cercle di- 
recteur ), quand la ligne qui le contient se projette suivant 
la diagonale elliptique gm ; ce que l’on obtient en abaissant 
une ordonnée ad perpendiculaire à la ligne de naissance 
de la voûte, soit à la sécante commune bc du cercle direc- * 
teur et de la courbe. D’après cette dernière relation , il 
s'ensuit encore que la tangente directrice circulaire ae, 
dont le point e reste invariable, devient en projection * , • 
dièdre elliptique ed; il ne reste plus, alors , qu’à mener 
les trois perpendiculaires dj', gr , my, les deux pre- 
mières sur eJ, et la seconde sur md, et les trois points 
de rencontre n, r, f, appartiendront à la développée 
elliptique cherchée ; les deux premiers d’après l’explica- 
tion déjà donnée fig, 5 , et le second, parce que le cercle 
osculateur à l’extrémité d’un des diamètres conjugués ' ' 

égaux vient nécessairement couper la courbe à l’autre 
extrémité de ce diamètre. Ayant ainsi trois points de 
cette courbe, et les trois tangentes qui leur corres- 
pondent , on pourra la tracer assez approximativement. 

C’est ce que nous avons fait, dans la fig. lo, pour les 
trois cas d’une arche surbaissée au tiers, au quart et au 
cinquième. Dès lors , en supposant qu’il s’agisse d’exécuter 
la voûte surbaissée au tiers , quel que soit le nombre des 
voussoirs à interpoler de la naissance à la moutée , et 
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quelle que soit la condition qui régira leur ouverture an> 
gulaire , on devra diviser le cercle directeur conformément 
à cette distribution angulaire des voussoirs successifs; 
ce qui se bornera , quand leur angle devra être constant , à 
tracer dans la demi-circonférence un polygone régulier d’un 
nombre impair de côtés. Gela fait , selon les divisions élé- 
mentaires qu’on voudra opérer dans la courbe type , 
chaque rayon qui , dans ce polygone , correspondra à un 
angle d’un numéro binaire ou ternaire, sera transporté 
parallèlement à lui-même , jusqu’à ce qu’il se trouve tan- 
gent à la courbe n/r. La division de la courbe type 
se bornera ainsi à déterminer le point précis où chacun 
de ces rayons transportés , que nous nommerons raymis 
principaux . viendra la rencontrer. ^ 

C’est ce qui s’exécute en projetant de la face elliptique du 
dièdre que forment les deux courbes , et dont la sécante 
commune est la ligne des naissances , tandis que leur pôle 
se trouve à l’infini ; en projetant, disons-nous , sur la face 
du cercle, le rayon principal mx, par exemple, transporté 
en mx'. Dans ce mouvement, le point m' reste invariable 
sur la sécante , tandis que Te point af se projettera de la 
tangente elliptique gh , perpendiculairement sur la tan- 
gente circulaire homologue a'ù'. Lu projection ainsi obtenue 
perçant le cercle en , ce point sera ramené à son tour sur 
le rayon m'x' par une perpendiculaire inverse de direc- 
tion , ce qui fournira en w le point de rencontre elliptique 
cherché. 

Une opération semblable , opérée sur chaque rayon prin- 
cipal transporté, parta géra nécessairementl’ellipse en autant 

de tracés élémentaires qu’il y aura de ces raycms , plus un. 
On leur mènera alors des perpendiculaires au point corres- 
pondant à la rencontre elliptique ; lignes que l’on pourra , 
sans trop d’erreur, supposer tangentes à l’extrémité de cha- 
cun des arcs élémentaires de l’ellipse ; et il ne restera plus 
qu’à procéder séparément aux divers tracés binaires ou ter- 
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nairep compris dans chacun de ces arcs , pour arriver sans 
hésitation de la naissance à la montée , et cela quel que 
soit le nombre des voussoirs employés à reproduire le cintre 
entier, et avec la certitude de hgurer très-rapproximative- 
ment la forme du type elliptique qu’on s’était proposé 
pour modèle. Cette méthode est à la fois si générale et si 
simple, qu’il doit paraître assez inutile d’insister sur les 
derniers détails , au moyen desquels s’accomplit un pareil 
tracé. Nous venons en effet de le décomposer en parties 
qu’on pourra toujours exécuter séparément, en suivant 
les constructions des figures 8 et 9 dqà minutieusement 
expliquées ci>dessu$. 

On pourrait cependant nous objecter encore que les per- 
pendiculaires élevées è l’extrémité de chaque rayon princi- 
pal, au moyen desquels l’ellipse se trouve subdivisée en ses di- 
vers arcs capables d’une interpolation élânen taire, ne seront 
pas rigoureusement tangentes à l’ellipse , puisque la direc- 
tion de ces lignes dépend uniquement du tracé de la dévelop- 
]>ée, qui n’est elle-même donnée que par approximation; 
mais il est clair que cette circonstance , qui a pour unique 
résultat d’altérer légèrement en ces divers points la cour- 
bure des arcs types , n’influe pas sensiblement sur la justesse 
du tracé ; que d’ailleurs on n’a jamais fait entrer, au nom- 
bre des conditions du problème , l’obligation d’assujettir 
les voussoirs intermédiaires à se trouver tangents è l'el- 
lipse, sel(m les divers points accidentels où ils peuvent la 
couper : et qu’il suffît évidemment que cette condition soit 
satisfaite aux deux points de naissance et de montée. 

Si l’on voulait pourtant élever cette ^pèce de diffi- 
culté sous le rapport purement théorique, et dans le 
but de signaler une sorte d’imperfection de détail dans la 
solution que nous venons d’exposer comme rigoureuse , 
nous ajouterions qu’il est toujours possible de déterminer 
la normale elliptique dont la direction se trouve parallèle à 
un rayon quelconque du cercle directeur ; qu’il n’est besoin 
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pour cela que de projeter cette fois la ligne mx qui cor- 
respond au rayon principal donné , du plan de l’ellipse 
sur celui du cercle directeur; de mener la tangente circu- 
laire à l’extrémité y de cette direction ainsi projetée , et 
de ramener ensuite cette dernière sur le plan elliptique, 
d’après les mêmes principes qui nous ont dqà servi à trou- 
ver l’intersection linéaire elliptique , et que l’on obtiendra 
par ce moyen le point de contact précis qui correspond à 
la normale cherchée. 

Or, en opérant ainsi sur chaque joint principal , on 
produirait une succession de voussoirs nécessairement tan- 
gents à l’ellipse aux points qui correspondront aux subdi- 
visions élémentaires ; et par conséquent on arriverait à l’ap- 
proximation de tracé la plus grande possible , puisqu’il faut 
nécessairement deux voussoirs successifs pour procéder sur 
l’ellipse d’un premier point de tangence à un second. 

Il suffira d’ailleurs, pour parvenir de la naissance h la 
montée, au moyen de quatre ou de cinq voussoirs , de dé- 
terminer exactement une seule normale, celle qui répond 
d’une part à la deuxième division ; et de l’autre , indiffé- 
remment à la deuxième ou à la troisième. Il faut avoir à 
procéder par six voussoirs , pour que l’exacte détermina- 
tion d’une seconde normale devienne absolument obligée ; 
et, parla même raison, en faisant varier les subdivisions 
auxquelles ces deux normales doivent correspondre , il 
sera possible d’exécuter par leur moyen les interpolations 
de sept et de huit voussoirs ; c’est-à-dire , les arches sur- 
baissées de treize et quinze centres. On voit que cette ri- 
gueur de tracé n’est pas tellement assujettissante qu’on 
doive forcément y renoncer; d’autant plus qu’au moyen 
des normales ainsi obtenues, on pourra conclure sans peine 
la forme de la développée, et supprimer en conséquence 
la plupart des lignes qui, dans le cas précédent , se trou- 
vent indispensables à son tracé. 

Si la forme parabolique était .adoptée de préférence 
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pour type, à cause de l’augmenta Liou de surface que 
présente un arc de parabole ÿ dont les tangentes extrêmes 
forment un angle droit , par comparaison avec le quart 
d’ellipse qui correspond aux mêmes données , la description 
du type serait encore plus facile , puisqu’on serait libre de 
se donner un nombre illimité de points et de tangentes , 
soit en appliquant à sa description le procédé de raccor- 
dement paraboKqne de deux alignements de route , suit 
en opérant d’après une autre loi de description qui n’est 
pas aussi généralement connue , et que nous allons expo- 
ser en peu de mots. 

On donne , fig. 1 1 , les directions hd et ad qu’il s’agit de 
raccorder par un arc de parabole, tangent à la fois en a et 
en À. — Solution ; Joignez le centre de la corde ab au point 
de rencontre des deux tangentes, vous obtiendrez la direc- 
tion de la flèche parallèle à l’axe ; et à son point milieu o, 
le point de la courbe correspondant à l’extrémité de cette 
ilècbe. Cela fait, les flèches homologues des arcs élémen- 
taires oa,ob, suivant lesquels le premier se trouvera ainsi 
divisé , seront parallèles à la première , et égales chacune 
au quart de la flèche primitive oc ; et ainsi de suite de 
flèche en flèche à l’infini. Nous ajouterons que la tan- 
gente , au sommet de chaque flèche , est parallèle à la 
corde de l’arc correspondant. 

,Ce tracé fournira donc à volonté un nombre indéfini de 
points et de tangentes. Ayant la direction de l’axe , il sera 
facile d’obtenir le sommet , et par suite de décrire très- 
approxiinativement la développée. 

Prenons pour exemple le cas qui correspond à l’anse 
de panier , surbaissée au tiers : on n’anra qu’à joindre 
les milieux i et k par une droite, celle-ci se trouvera 
tangente à la courbe , et le point de contact corres- 
pondra à son propre centre. Si de plus on joint i et c , 
puis k et h, une perpendiculaire abaissée du point l 
sur chacune de ces lignes déterminera le centre p et q 
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des cercles osculateurs respectifs sur les normales de 
naissance et de montée. Et comme ici la courbe n'a point 
son centre sur cm, le rayon de courbure minimum se 
trouvera sur la parallèle à l’axe qui passéta par le 
sommet ; de sorte que la portion de développée , cor- 
respondant au cintre parabolique , prendra la forme ap- 
prochée poq. Une fois cette courbe tracée , le même genre 
de solution que nous avons d’abord indiqué pour l’ellipse 
servira à obtenir l’anse du panier à forme parabolique. 

Nous n’insisterons pas autrement sur ce cas particulier, 
vu que la forme parabolique elle-même sera toujours plus 
facile à tracer immédiatement que par interpolation circu- 
laire ; et que d’ailleurs on peut s’apercevoir, par la lon- 
gueur qu’affecte déjà le rayon de courbure de montée , qu’il 
est convenable de restreindre cette forme de cintre aux 
seuls cas qui ne présentent pas un surbaissement plus con- 
sidérable que le tiers. Pour compléter cette solution , il 
nous reste à indiquer par quel moyen on obtient le 
sommet d’un pareil arc de parabole. — Par le point ù on 
mène à la fois une parallèle et une perpendiculaire à 
l’axe parabolique ml -, on joint le point h au point t , 
et l’on prolonge j usqu’en s ; une parallèle à la direc- 
tion su , passant par le même point , donne en v la se- 
conde intersection de la corde normale à l’axe. Prenant 
alors le centre s de cette corde , l’axe zo qui correspond 
à ce point se trouvera le diamètre central de la courbe. 
Donc , si on prend la moitié de la distance interceptée 
sur ce diamètre par la corde normale cv et la tangente cl 
à l’extrémité de cette corde , on obtiendra le sommet 
parabolique cherché. Dans cette construction , qui dé- 
pend tout entière de la détermination du point t ' , on 
considère la figure comme la projection polaire d’un 
paraboloïde à trace parabolique àtc, et dont les deux 
limites sont les deux parallèles Im , sc; on obtient alors 
le point en cherchant la trace de la génération qui 
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a la corde ct> pour perspective , et par conséquent dont la 
limite est au point u. 

Quand on a dans une parabole une corde normale à l’axe 
telle que cp> , il est toujours possible de faire passer par ses 
extrémités un cercle ayant deux points de tangence dis- 
tincts avec la parabole. 

Considérant alors les deux courbes comme situées sur un 
même cône , dont les tangentes communes figurent le con- 
tour apparent et déterminent le sommet , il devient encore 
possible de résoudre par la droite et le cercle , soit de ra- 
mener en projection dièdre , sur le plan de ce dernier, tous 
les problèmes d'intersections linéaires et de direction de 
tangentes qu’on pourrait se proposer sur la parabole qui 
constitue l’autre plan du dièdre. On retrouverait donc, au 
besoin, toutes les facilités du même genre que nous avons 
signalées dans les rapports qui lient la forme elliptique et 
le cercle directeur. 

' Puisque l’arc parabolique compris entre les points c et m 
se trouve symétrique par rapport à l'axe, on peut encore 
interpoler entre ces deux points par le cercle unique qui 
satisfait à cette double condition de tangence et qui a son 
centre au point o' , où l’axe rencontre la ligne des naissances , 
et procéder ensuite par deux voussoirs de grandeur angu- 
laire sous double pour atteindre jusqu’à la montée : on ob- 
tiendra ainsi une anse de panier qui reproduira assez exac- 
tement la forme parabolique, sauf que le sommet sera laissé 
en dehors du parcours. 

ANSES DE PANIER A FORME DE DÉVELOPPANTE CIRCULAIRE. 

Avant de nous occuper du système dans lequel on assu- 
j«ttit les arcs de cercle successifs d'une anse de panier à ' 
suivre approximativement le contour d’uüe développante 
circulaire , nous avons à indiquer le motif principal qui a 
pu suggérer ce système de tracé évidemment inférieur à 
la reproduction du type elliptique. < 
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Quand les ingémeui*8 ont cherché à résoudre par l’analyse 
le problème général des anses de panier, ils n’ont pu 
réussir à formuler simplement leur problème , qu’en ad^ 
mettant que les rayons successifs devaient être fonctions 
l’un de l’autre ; et comme la relation la plus simple à ima- . 
giner et à exprimer analytiquement se trouvait celle 
d’éqai-dillérence, c’est sur cette supposition et sur celle de 
l’égalité des angles formés par les rayons successifs qu’ils 
se sont appuyés. Telle est du moins la marche adoptée 
par M. l’ingénieur en chef Lerouge , dans l’article qu’il a 
publié à ce sujet dans les Annales. 

Envisagée sous les seules conditions graphiques, la 
question ainsi conçue s’est trouvée réduite à obtenir une 
développante d’un polygone régulier, dont la différence 
des rayons constituait le côté, et dont l’angle extérieur 
se trouvait équivalent à celui qui doit exister entre 
les divers rayons successifs ; de sorte que , plus on multi- 
plierait les côtés d’un pareil polygone , et plus la déve- 
loppante ( l’anse de panier correspondante ) approcherait 
de celle d’un cercle. On voit sans peine comment cette 
forme s’est trouvée résulter ici de la manière toute mé- 
trique dont on avait posé la question , au lieu de se 
trouver elle-même le point de départ et le but principal 
de la recherche. 

Il nous reste à donner les moyens graphiques d’ob- 
tenir les anses de panier de cette dernière espèce , et nous 
allons encore y procéder de façon à ce que nos figures 
puissent présenter toute la généralité que l’on obtient 
dans les mêmes circonstances des considérations ana- 
lytiques , et constituer à lem* tour un système de tables 
graphiques embrassant l’ensemble de toutes les supposi- 
tions qui peuvent résulter de cette manière d’envisager le 
tracé. 

Nous traiterons d’abord le cas particulier où le moindre 
rayon se trouve égal à la différence constante qui existe 
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entre tous les autres ; et comme dans cette supposition la 
montée de la voûte est une fonction déterminée de l’ouver- 
ture et du nombre de côtés du "polygone à développer, 
nous allons donner' la construction qui fournit sépa- 
rément ces diverses montées, et le moyen d’obtenir les 
limites entre lesquelles toutes ces montées se trouvent 
comprises. 

yime de panier à trois centres. — Soit , fig. 12 , aè l’ou- 
verture de l’arche ; portez sur le cercle aie , de i en d, son 
rayod oô ; élevez la parallèle de à la lignede montée ; portez 
de dene deux fois le râyon ( donné par la corde du double 
de l’arc cd) , et la ligne ae viendra couper l’axe de l’arcbe 
en (, point précis de montée de l’anse de panier à trois 
caatres(de la développante à deux rayons * en rapport 
sous-double). . . 

Anse de panier à cinq centres. — Prenez de den d 
les 7 de cd; élevez encore l'ordonnée d' e' portez sur elle 
de d* en e' trois fois le côté du décagone régulier ( la corde 
du double de cd' ) ; joignez encore le point d au point a , 
et cette dernière ligne coupera l’axe au point de montée 1' 
de la développante à trois rayons procédant par équidiffé- 
rence, et dont le premier serait le tiers du dernier. 

Anstde panier à <j, 9, 1 1, i3 centres, etc. — Opérezaïnsi 
de suite ,'et de façon que les arcs'cd, cd", cd", etè., compa- 
rés à l’arc total cd, constituent la série | . 7 , | , r. ? n » J 
le dénominateur correspondant au nombre de centres 
désiré. 

Développante circulaire. — Portez enfin , de c en E , la 
longueur du quart de la circonférence abc , construite au 
moyen de l’un des tracés approximatifs indiqués dans le 
corps de cet ouvrage , et vous obtiendrez en E le point de 
montée de la développante circulaire elle-même , limite 
inférieure de cellés qui la précèdent , comme le point s en 
est la limite supérieure. 

• I ' V 
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Quaad le point de montée , qoe l’on voudra atteindre , 
tombera lui-méme sur une des subdivisions çomprises 
entre E et t , en t" par exemple, on n’aura qu’à joindre le 
point homologue d' au point a; et à décrire un cercle 
dont ag soit la corde , et qui se trouve tangent à l’axe de 
la voûte à ce même point de rencontre g. On en trouve le 
centre s au moyen de deux perpendiculaires élevées , l’une 
en g sur l’axe , et l’autre sur le milieu de la corde dg. — 
Le pdygone développant cherché sera inscrit à ce cercle 
comme le polygone semblable et semblablement placé dh^ 
se trouve inscrit dans le cercle a'Ag'. La portion <s'A de la 
ligne des naissances , interceptée par ce dernier, en cmoi- 
stituera le premier côté ; tandis que le quatrième viendra 
aboutir au point g'. — L'aia: Ag' sera en effet égal à l’arc bd' , 
comme mesurant le même angle, Aa'g' >= bad' ; et , d’autre 
part, f dh sera; égal à cd' , comme . complément de' ces 
deux arcs égaux, dh -1- hg' admettra donc le même poly- 
gone régulier que comporte bd' + ^d'c, et la corde dh 
sera ‘ un des côtés du nouveau contour proportioimel. 
Cette similitude explique suffisamment comment nous 
ayons pu déduire la montée g'E" de la gratideur d't"-, 
celle-ci mesure la montée totale relative aU polygone pro- 
portionnel qui, partant du point A daus le cercle bca, 
aurait pour côté la corde de deux fois cd' . 

Si maintenant il s’agissait d’atteindre à un point de 
montée quelconque T , il est évident qu’on y parviendrait 
en prolongeant le premier rayon dh , d’une quantité égale 
à la différence qui existe entre sa propre montée E/' , quand 
le polygone développé dont il lait partie est régulier, et le 
point T qu’on se propose d’atteindre. Mais on altérerait 
ainsi le rapport de surbaissement de l’arche. 

Aussi, pour rentrer dans les conditions générales, 
quand on donnera l’ouverture quelconque oa , et la mon- 
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tée oT, suffira-t-il de disposer dans l’angle aoT In direction 
invariable ai" de la corde de montée du polygone choisi , 
de manière à retrancher, de part et d'autre, des grandeurs 
linéaires, ad = E"T. 

C’est à quoi l’on parvient par la construction suivante ; 
menez d’abord par le point T une droite Tm, faisant un 
angle de 45 degrés avec la ligne des naissances ; et succes- 
sivement, par le point a, la direction de montée as' qui 
correspond a ü polygone développant choisi. Par le point 
de rencontre commun m de ces deux droites , menéts enfin 
une horizontale ; et cette dernière déterminera sur l'axe le 
point précis E" de montée auquel doit aboutir la dévelop- 
pante du polygone régulier qu’on se propose d’employer : 
la difierence E"T, entre ce point et la montée réelle, sera 
égale par construction à la quantité dont on devra aug- 
menter le premier rayon de l’anse de panier pour at- 
teindre exactement du point a au point T. Donc , si l’on 
retranche cette dernière grandeur à partir de a , on 'aura 
en a' l’origine du polygone développant régulier, et l'on 
pourra procéder au tracé comme si l’ouverture de l’arche 
se trouvait effectivement réduite à la dimension oa' , su 
montée à la grandeur oE", et que l’on n’eût à s’occuper 
que du polygone régulier correspondant. 

Nous avons déjà remarqué que le prolongement a'a di- 
minue le surbaissement de l’anse de panier. On n’a qu’à 
se rendre compte , d’un autre côté , de l’énorme dispropor- 
tion qui existerait entre le premier voussoir et le second, 
dès que cette modification devenant soustractive excédera 
la valeur du demi-rayon lui- même, pouf se convaincre 
du peu de ressources ofi’ert par cette méthode particu- 
lière d'interpolation. 

Et, ce n’est pas sans raison : ici la forme est en quelque 
sorte imprévue ; elle résulte forcément des relations mé- 
triques que l’on attribue d’avance aux rayons ; il n’est 
donc pas étonnant que, daii.s la plupart des cas, cette 


Dijiü7e<l by Google 


36 LE CALCUL UAA LE TUAIT, 

i'orme ne satisiasse que très-imparfaitement aux condi- 
tions d’un pareil problème. ' 

Le double inconvénient de ce syst^ne de développante , 
est donc de ne pouvoir s’appliquer au tracé des arches sur- 
baissées au-dessous du quart , et de ne présenter la forme 
elliptique que dans des circonstances assez restreintes. 
On peut d’ailleurs s’en rendre compte d’une manière tou- 
|<^urs assez exacte, en ^comparant entre elles les deux 
développées correspondantes , ou plus simplement , en 
bornant cette comparaison à la grandeur des deux rayons 
de courbure maxima et minima de l’ellipse et de la déve- 
loppée circulaire , grandeurs que l’on obtient comme nous 
l’avons dgà indiqué, fi§. 5 et lo, au moyen d’une con- 
struction tout à fait élémentaire. 

, Enhn, comme pour épuiser les relations métrique 
simples que l’en pouvait admèttre a priori entre les divers 
rayons, on- s’est imposé la condition de les faire croître 
par équiquotient; et. , procédant encore de cette oonditiOn 
métrique à la question de forme , on en a conclu un nou- 
veau système de tracé -qui s’est encore trouvé réduit à 
demander exclusivement à l’analyse ses moyens de solu- 
tions : on a donc calculé ; puis on a construit , sauf à 
choisir entre les courbes cpii devaient résulter de cette 
dernière hypothèse; or , par les conditions, mêmes d’un 
pareil tracé , l’arc de courbe correspondant se trouve ici 
la développante d’une spirale logarithmique comprise 
entre deux rayons qui forment on angle droit; ou du 
moins-, il approchera d’autant plus de ce type que le 
nombre des voussoirs sera plus considérable. Cette 
simple énonciation nous suffira il est bien évident que 
depuis que nous nous sommes écartés de la forme ellip- 
tique , nous avcms simplement compliqué lés conditions 
du (problème, sans que jamais cette complication pût 
se trouver compensée par un avantage appréciable; et 
en nous .troârvaut toujours dans la nécessité de com-^ 
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parer les nouveaux eintres produits au cju^t d’ellipse 
correspondant. f.- ' ' 

Il en résulte qu’après avoir longuement exécuié soit 
les constructions graphiques, soit les calculs nécessaires 
pour mettre sous forme de table les diverses données qui 
correspondent aux anses de panier , dont les rayons pro- 
cèdeilt par équidifférence ou par équiquotient, tout rtest 
pas encore terminé : il reste à faire un choix entre elles ; 
car il faut bien, enfin, s’occuper de la question de forme. 
Et U se trouve que ce choix consiste précisément à n’a- 
dopter. parnai toutes ces courbes que celles qui se rappro- 
chent le plus de la forme elliptique. 

D’après cela, n’est-il pas évidemment préférable de se 
donner pour but immédiat la reproduction directe de cette 
même forme ; puisque, dans tous les cas, elle doit se 
trouver le terme de comparaison forcé au moyeu duquel 
un appréciera toutes les autres? et ne nous est-il pas pet-mis 
de conclnre dès lors que' toutes les descriptions exception- 
nelles dans lesqudles on se donne pour point de départ 
des relations métriques , soit entre les rayons, soit entre 
les arcs des voussoirs, doivent être envisagées cotnme des 
moyens indirects d’arriver h la forme elliptique ? 

Or, dès qu’il est permis d’obtenir immédiatement cette 
dernière forme par des procédés graphiques rigoureux, 
les procédés indirects rentrent forcément dans la classe des 
problèmes curieux , te qui dispensede s’y arréterd’une ma- 
nière spéciale toutes les ibis du moins que l’objet principal 
dont on se préoccupe-est la simjdification d’une opération 
pratique (*yr • • ' 

,,^,^^,.,.SOLUTrONS DIÈDBES. 

Nous avons annoncé', pagè't64 du Calcul par le trait , 
que la solution la plus générale des questions qu’on peut 

^ . ■Ka;'! r!t' , 

(') C’est par ce motif que nous avons tBhvoyé à la note 11 le traié 
particulier des dévcloppaiiies à type logarithmique. 
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K proposer sur les courbes du second' degré dépendait 
de la projection dièdre; et nous nous sommes contenté 
d'en donner un seul exenifde. Noqs allons compléter ce 
qui constitue cette forme particubère de description 
;^rapbique , en donnant ici tous les autres cas qui s’y 
rapportent. 

Oo sait que cinq conditions, points ou tangentes', dé- 
terminent toujoiu'S'une courbe du second nrdre; mais ces 
conditions j quand les points donnés ne finit pas partie 
des tangentes, présentent : i* des eaa d’impossibilité; 

des- solutions doublé; V des solations quadruples. 
Nous allons montrer comment la projection dièdre peut 
satisfaire à ces divers cas qui se trouvent compris dans la 

r 1 ; ,’j •, points isolés) 

formule suivante ; étant donnes < ^ , 1 . 

‘ ( I , a , i, 4 tangentes; 

tracer la courbe qu’ils déterminait; et, par suite, étant 

, , f3,a, I points isolés) • , 

donnes < . >, tracer la parabole quils 

VI , a, 3 tarantes ) ‘ ^ > 

déterminent ; donnons d’abord un exposé snccinct de la 
méthode projective que nous allons employer r 
.'Le système de projection polaire dièdre consiste à rap- 
porter l’espace à deux plans conjugués qnelcimqaes , par 
des'droites qui concourent à un même poiiit eu pôle exté- 
rieur à ces deux plans. Le pôle d e l’épure est toujours censé 
se confondre avec l'œil du dessinateur '; et n’en reste pas 
moins indéterminé pour oda.- i * ' ' ' ■ ' • 

Dans ce système , l’intersection des deux plans „conj.u- 
gués prend le'nom do sécante commEm®. Cette ligne est 
une des données principales de l’épure et doit y être tracée 
d’une manière très-appareiite.' Celui' des deux plans qu’on 
aura choisi de préférence comme étant la surface sur laquelle 
la projection s’opère, s'appellera tableau. On pourra dé- 
signer le second par le nom de sécant; le sécant devient 
l.-ibleau à. son tour quand on passe du côté opposé de la 
sécante commune. ' • ' 
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Tout point a, sur le tableau,^ figurera donc deux points 
de l’espace situés chacun sur une face du dièdre, et qui, 
apppartenant à la inènie ligne projetante , se confondront 
en projection. Le point antérieur sera noté a» , le point 
postérieur *a ; et la ligne qui les joint a>a : l’astérisque 
est encore ici un simple signe de relation , indiquant le 
plan antérieur quand elle suit la lettre, et le>plan posté- 
rieur quand elle la précède. 

Qu<and on aura sur le tableau deutc points a et b , ils 
correspondront donc à quatre droites a • a, a ,b , b* a et 
b, hideux d’entre elles , a « aet se coupent au pôle de 

projection ; les deux autres , qui se trouvent réciproquement 
inverties , se coupent en un point qu’il sera toujours facile 
de déterminer. Ce point dépend uniquement de la posi- 
tion de la sécante commune ou plutôt du point sécant situé 
sur le prolongement indéfini de la droite suivant laquelle 
se projettent les deux inverties. 

Trois points a, b, c correspondront par conséquent 
à neuf droites, dont trois a ,a, b , b, c *c viennent passer 
parle pôle , et dont les six autres, inverties deux à deux , 
pourront constituer les génératrices d’un même hyper- 
boloïde ; et comme les «points où se coupé chaque couple 
d’inverties est le point de contact du plan tangent à la 
surface qui les projette toutes deux, il s’ensuit que ce 
point, variable avec la sécante commune , appartient sépa- 
rément au contour apparent de la surface ainsi déterminée, 
et qu’il constitue sur chacune des lignes du triangle abc 
le lieu de contact variable de la courbe inscrite qui dans 
chaque cas particulier forme ce contour apparent. 

Deux droites ab , ca , /%. 1 3 , qui se coupent sur la sé- 
cante commune, correspondront à quatre plans : ab* ab, 
ca *ca, passeront par le pôle, et ab , ca, ca * ab seront 
invertis. Pour distinguer dans l’épure les lignes qui ap- 
partiennent au sécant, on les ponctuera; 

Lorsque d^’un même point de la sécante commune nous 
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iQièneroBS deux lignes dont une pleine de et l’autre ponc- 
tuée de, nous- indiquerons en conséquence un seul des 
deux plans .invertis auxquels ces lignes appartiennent; 
ce plan coupera les deux plans primitifs suivant les li- 
gnes * g\ei, si nous joignons le point de rencontre o 

au point a, nous aurons la projection de l'intersection 
des deux plans invertis ah * cet ac * b. 

Donc quand nous voudrons trouver le point où deux 
droites inverties se rencontrent , il sufBra de chercher 
l’intersection de deux plans invertis qui les contiennent 
chacune séparément, ce qui s’exécutera en menant par 
chaque extrémité de leur projection commune deux droites 
quelconques allant se rencontrer sur la sécante, et cher- 
chant l’intersection des deux plans invertis que ces der- 
nières déterminent. Il est à remarquer que , pour arriver 
à çette solution , on peut adopter une sécante commune 
quelconque, pourvu qu’elle passe par le point sécant qui 
se trouve situé sur le prolongement de la droite. i 

Dès que le point sécant varie , l’intersection des inverties 
change de plaçe à son tour : il occupe le milieu Ae ab, • 
quand le point sécant passe à. l’infini. .Conébiné avec la 
double trace et le point sécant , il opère sur le tableau une 
division harmonique. 

. Les deux traces d'un plan doivent toujours se rencontrer 
en un même point de la sécante commune ;• elles lui se- 
raient toutes deux parallèles , si le point de rencontre 
passait à l’infini. 

Deux plans quelconques ont pour intersection com- 
mune une droite qui perce le tableau* à l’endroit où leurs 
traces pleines se coupent, et qui rencontre le sécant en un 
second point où se coupent les traces ponctuées. 

Un point devra toujours être donné sur une droite , sur 
un plan ou sur une surface déterminée. 

Un même plan passera par deux droites ' quand ses 
deux traces , assujetties h se rencontrer sur la sécante com- 
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mune , contiendront chacune les deux traces homologues » 

de ces droites. ’ 

Il est facile de reconnaître que dans toute épure dièdre 
il n’y a pas à s’occuper en 'général des questions qui 
comportent des relations de parallélisme, pas plus que 
de celles qui se rattacheraient à des lignes et à des angles 
de grandeur déterminée. Mais il ne faut pas croire que 
cette absence de spécialité métrique soit un défaut dans 
la méthode; car sous cet arbitraire apparent, on trouve 
au contraire un gage, de la généralité des solutions 
obtenues. 

Ces indicaticms préliminaires sont suffisantes pour 
l’intelligence des épures dièdres qu’il nous reste à donner, 
et au moyen desquelles nous allons résoudre de la ma- 
nière à la fois la plus directe et la plus générale les divers 
cas de description des courbes du second degré , envisagées 
comme l’intersection d’un plan et d’un cône quelconque à 
base circulaire. Nous commencerons d’abord par la solu- 
tion des cas les plus simples. 

Lemme. Un cercle et deux de ses tangentes oa, ob, 
i4. peuvent toujours être considérés comme la pro- 
jection dièdre d’un cône; la sécante commune de l’épure 
étant ici la ligne ab , les deux génératrices xfui forment 
le contour apparent se trouvent sur l’une des faces du 
dièdre, et le cercle de base sur l’autre. 

- Cela posé , il suffira de déterminer dans cette épure les 
traces d’.un plan quelconque pour obtenir par son inter- 
sectioa avec les génératrices coniques la courbe suivant 
laqudle il coupe la surface. On sera donc libre de déter- 
miner ce plan de manière à ce qu’il pujsse satisfaire à 
diverses conditions , et le problème ainsi envisagé con- 
stituera par conséquent une espèce de formule générale , 
embrassant un certain nombre de cas particuliers. ' • 

Supposons d’abord que ce plan arbitraire doit passër 
par la sécante commaae et par un point c pris sur le 
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eône ; dès lors il produira une courbe tangente en a et i 
au contour apparent conique et passaut par le point c. 

Or, le point c est double, et les deux génératrices qui 
lui correspondent dans ses deux positions sur le cône sont 
ici les lignes od et odi les plans tangents , suivant ces 
deux lignes , viennent chacun percer la sécante commune 
en e; donc la ligne ec appartiendra au plan cherché; ce 
sera de plus la tangente au point c, puisqu’elle se trouve, 
à la fois , dans le plan tangent et dans le plan de la courbe 
qui passe par ce point. Pour avoir un autre point de 
cette courbe situé sur une génératrice quelconque ont, 
on fera passer un plan ob, m qui cbntienne , à là fois , et la 
génératrice 'donnée, et une des génératrices du contour 
apparent. On obtiendra en n la trace de son intersection 
avec le plan tangent ; et, par conséquent , en p son point 
de rencontre avec la tangente et avec le plan de section 
.qiu la contient : donc , enfin , ce dernier plan coupera la 
génératrice otn en un point ,q qui sm-a un nouveau point 
de la courbe cherchée. 

.L’inverse de la première partie du problème donnerait 
en G le point de contact d'une courbe d’intersection dont 
le plan devrait contenir la ligne indéGnié ec, assujettie 
à percer la sécante commune en e et à se trouver tangente 
au cône , et , par conséquent , tangente à la courbe de 
section. 

Soit donné le même cône, fig. 1 4 bisj et un même point c ; 
et supposons qu’On veuille , cette fois , obtenir son inter- 
section par un plan dont la trace supérieure pleine soit bd, 
et qui passerait encore par e : il ne s’agira que de trouver 
le point où la ligne perce le tableau inférieur pour 
avoir un point de la trace pleine inférieure du plan de 
section. Or, si nous projetons eoniquement de à partir 
du sommet O, nous obtiendrons deux projections efet ef 
sur le plan du cerclo de base ; et nous pourrons en déduire 
deux points g et * g' qui appartimment à la seconde trace 
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du plan checché. La question ainsi posée admet donc 
deux solutions ; elle ae trouve satisfaite par k pian db,g , 
et par le plan db*^, l'un donnant pour tangente en c la 
ligne el et Vautre la ligne cl qniee confondent en pro- 
jection; de telle sorte que les deux courbes produites 
ne diffèrent entre elles que par le sens où elles se pré- 
sentent par rapport à la partie vue et à la partie cachée 
du cône ; elles sont donc l’intersection de ce dernier 
avec un même cône projetant dont le sommet se trouve 
àVceii.it - ‘ 

Nous avons donné les deux épures sinaples qui précè- 
dent , pour biea faire apprécier l'esprit de la méthode 
dièdre , lorsqu'elle est employée comme moyen de solu- 
tion. Il nous reste maintenant -à en faire l’application aux 
divers cas énoncés ci-dessus , et dans lesquels les points 
qui déterminent une courbe du second degré sont coUi- 
hinés avec des tangentes dont ils ne font pas partie. 

Pbemies eroblème , quatre points et une tangente. 

Ce premier cas, quoique susceptible d’une double solution, 
n’exige pas encore l’emploi de la projection dièdre ; on 
peut le traito* directement sur un plan ; mais il a cela 
de particulier que comme il présente des conditions d’im-' 
possibilité on pourra toujours les déduire de la manière 
dont nous allons éü envisager la figiire. On sait qnepar 
quatre points situés sur un plan , on ne peut pas tou- 
jours faire passer une parabole ; donc , lorsqu’en pre- 
nant la tangente donnée pour limite perspective du plan 
sur lequel on opère ^ les quatre points également donnés 
s’y trouveront dans le cas d’impossibilité paralxffique , il 
est évident qiie le problème ainsi posé ne coMportera pas 
de solution. Dans tous les autres cas , en traduisant en 
perspective plane la cObstruction de la parabole qui passe 
par ks quatre points donnés , on obtiendra'nécessairement 
une courbe qui sera tangente à la lintite de son plan , 
c’est-à-dire à la lignequi constitue la cinquième condition 
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de la courbe proposée \ et comme ce tracé parabolique 
est double , quand le problème sera possible , il se tron- 
YeCa en général susceptible d’une double solution. 

Second cas * trois points et deux tangentes. — Il nous 
suffit de renvoyer à la solution quadruple qui correspond 
à la fig. I , planche V, de notre ouvrage. 

Troisième cas , trois tangentes et deux points isolés. ■ — 
Eln voici la traduction dièdre. Un cône o , abi à base cir- 
culaire étant donné j/îg. i5 , sur le dièdre dont la sécante 
commune est ab , on demande de le couper par un plan 
qui contienne à la fois lés deuqi points e et d situés sur la 
surface conique, et la droite ^ assujettie à se trouver 
tangente à cette même surface ; ce qui revient à tt-ouver 
une courbe tangente à trois droites données ea, ob,^fg, 
et qui passe par deux points extérienrs à ces droites, n 

Remarquons d’abord que la ligne donnée gf, et la droité 
qui joint les points c.et devant se trouver ensemble sur 
le plan de la courbe de section, le point g sera la projection 
de leur intersection commune. Si donc par le sommet ô 
on projette coniquement les deux droites , ce point g cor- 
respondra à quatre situations diSérentes, selon quél’on 
•adoptera pour cd les quatre positions qu’une ligne peut 
prendre dans ce cône , en y réunissant deux à deux les 
points c, * c, d, * d. Nous nous bornerons ici au seul caÈ 
où les points sont censés sur la partie vue de la surface, 
celui où ils appartiennent à des génératrices apparentes. 

• Le point g se projette alors en g' ; mais la ligne^ étant 
assujettie à se trouver tangente au cône , sa projection co- 
nique d<’*'^P^*<^rpaïg' et se trouver elle^méme tangen,te èla 
base circulaire conique , ce qui lui permet d’occuper seule- 
men t .les deux posi tion s g' A et g't ; en menan t les g^éra tr iceS 
qui correspondent aux deux points de contact A et i, on 
aura, sur gf y les deux points où les deux-lignes qui s’y 
projettent touchent le cône; et, dès lorS, le' problème se 
trouvera ramené à faire passer un plan par lés trois* points 
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{, et à trouver l’intersection Je ce iJan avec le 
t\ a, i ) . 

cône ; et comme ici tout est précisé dans l’épure , cette 
double solution donnera naissance à deux courbes diffe-, 
rentes , satisfaisant toutes deux au problème proposé. Si 
l’on eût opéré sur la droite * r/c, on fût arrivé aux deux mêmes 
courbes , excepté que les parties vues auraient changé de 
situation réciproque ; tandis que si l’on eût opéré sur l’une 
de.s droites d* cou.c *d , on eût alors trouvé deux nou- 
velles courbes qui, en passant d’une droite à l’autre^ 
échangeraient encore leurs parties vues et cachées ; de 
sorte que le problème qui , dans l’espace , correspond réel- 
lement à huit, courbes , se réduit à quatre solutions dis- 
tinctes en projection , parce que les courbes qui en pro- 
viennent se superposent projectivement deux à deux. < 

Quatrième cas , un point et quatre tangentes. — Sup- 
jiosons enfin ,Jig. 1 6 , le cône o , abd sur le dièdre dont la 
sécante commune est ah , et cherchons la section qui, 
passant par le point c,^ devrait en outre contenir les 
droites fg et hi , toutes deux situées séparémoit dans un 
plan tangent à ce même cône ; ce qui revient à faire passer 
une courbe du second • degré • par un point donné, de 
manière à ce qu’elle se trouve tangente à quatre droites 
également données. > 

Le cône proposé se trouvera coupé par les deux plans 
projetants^ *fg et hi * hi . suivant deux courbes que l’on 
pourra réunir entre elles par un second cône dont le 
sommet se trouvera au point e ; et la droite qui unira les 
sommets des, deux cônes viendra percer le plan du cercle 
de base du premier sur la sécante même du dièdre en q. 

.Si l’on joint alors le sommet intérieur e au. point c , on 
aura une droite .dont la projection conique sera évidem- 
ment qd ou ^ .Cette droite perçant le platn hi * hi au point /, 
la projection conique de ce point s’obtiendra à son tour 
en m ou n. Dès lors, il est évident que le plan tangent au 
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cône extérieur suivant les génératrices po cl zo , coupera le 
plan de la courbe ih suivant une tangente à cette base tron- 
quée du cône intérieur ; et si , par cette ligne^lont le point 
de tangence est en f , sur la génératrice de contact po du plan 
tangent qui passe par le point m , nous menons un plan tan- 
gent au cône intérieur, ce sera le plan sécant demandé. Deux 
courbes dilTérentes résultent encore de ce cas particulier; et 
comme la ligne ec peut occuper deux positions diiiérentes 
en projection conique , selon que le point c sera considéré 
comme faisant partie de la génératrice vue od ou de la 
génératrice cachée od!, il s’ensuit encore que le problème 
proposé est susceptible de quatre solutions qui correspon- 
dent par couple à huit sections diiiérentes du cône. 

fiour passer maintenant de ces divers cas aux tracés 
paraboliques qui comportent chacun une condition de 
moins, il suffit de supposer que , dans les épures dont 
nous venons de donner la construction , une des tan- 
gentes au cône sur lequel on opère soit passée tout 
entière à l’inûni. On satisfait ^ cette donnée en admet- 
tant que cette tangente rencontre è l’infini toutes les 
lignes avec lesquelles elle doit avoir une intersection 
réelle dans l’épure primitive à cinq conditions ; et , par 
suite , que toutes les lignes dirigées vers un de ces points 
de rencontre doivent affecter une direction parallèle. 
Une de ces lignes étant toujours connue ( celle précisément 
dont on cherobe l’intersection avec la tangente) , il suffit 
de connaître un seul point d’une autre ligne du même 
faisceau , pour pouvoir la mener parallèlement au point de 
recontre qui leur est commun à l’infini. Moyennant cette 
remarque , la traduction de chacune de nos épures en 
tracés paraboliques devient une suite de cas particuliers 
qui n’offrent pas assez de difficultés pour qu’il soit néces- 
saire de leur consacrer une explication nouvelle. 
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~ ' ’ Note 1. 

I - • ■ 

Le précédé epproxioiatif > indiqaé page85 du Caicul par le traü, poer 
évaluer la surface du quadrilatère miatiUgne qui se trouve formé 
par on arc de cpurbe, ses deux ordonnées octogonales extrêmes et l'axe 
des abscisse», reviept à aubsti^uer au .côté courbe un arc de parabole 
qoi le coupe à chacune de ses extrémités , et en un troisième point in- 
termédiaire où une Ordonnée centrale viendrait le rencobtrer également ; 
l'arc parabolique est de plus assujetti à avoir pour tangente , en cedernier 
point, une parallèle à la corde totale qui lui est commune avec'ie proposé. 

.tki démontre en effet, page 86, que la surface comprise entre la 
corde totale et l'arc parabolique est rigousensement égale aux deux 
tiers do triangle déterminé par cette même corde et 1er tangentes 
paraboliques extrêmes, soit encore à la portion d'abscisse comprise 
dans le quadrilatère mixtiligne qu'il s'agit d'évalumr, multipliée par 
les deux tiers de la flèche commune aux deux arcs, sur la directimi de 
l'ordonnée centrale de ce même quadrilatère. 

Or, comme la surface du trapèze rectiligne inférieur à la corde. est 
égale , de son côté , à la même portion d'abscisse , multipliée par le 
reste de la même ordonnée centrale, qui constitue dans cette partie la 
base parallèle moyenne du trapèse , il s'ensuit que le total de ces 
deux surfaces correspond effectivement à la formule d'approximation 
ci-dessus mentionnée. 

Cette interpolation est donc aussi régulière que celle qui s« trouve 
indiquée à la suite , et qui consiste à faire passer cette fois l'arc -de 
parabole par quatre points disposés en trapèze sur la courbe proposée. 
Moyennant la substitution de ce dernier , la quadrature peut encore 
être déterminée rigoureasement ; mais il faut alors construire les tan- 
gentes paraboliques extrêmes-, tandis qu'elles sont immédiatement 
connues quand on se contente de l'approximation précédente. 

Ces rematqnes suffiront pour faire apprécier le degré d’approxiraa» 
tion qne ces deux moyens comportent ; et pour permettre d'adopter , 
dans les applications , celui d'entre eux qui remplira le but qu'on se 
propose de la manière la plus convenable. 

Note II. - , 

Une anse de panier à forme de spirale logarithmique 'est d'antant 
plus facile à tracer que la développée d'nne pareille courbe type est une 
conrbe absolument semblable. Quel que soit donc le rapport géométri- 
que que l'on su proposera d'étabKr entra les côtés successifs du poly- 
gone développé, il suffira de eonstrune dapsune logarithmique,./^. 17, 
un polygone inscrit abc, etc., d'nn nombre égal de côtés à celai des 
vonsseirs correspondants , et dont les rayons vpetenrs oa, ob, oc , etc. , pro- 
cédant par angles égaux , complètent nn angle droit ao/' et soient réglés 
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'entre eux d'après le même rapport géométriqae. Si l'on mène alors les 
lignes af, bh, di , etc., qni partagent également en denz les angles de 
ce polygone,, il en résultera an polygone semblable gbikl, qni étant 
pris pour développée permettra de tracer les arcs ab,bc,cd, et fonmira 
en m/' la montée d'une pareille voûte , sa demi-onvertqre étant am. 

Dès lors , si ces données se rapprochent suffisamment des conditions 
de surbaissement du cintre qu'on se propose de décrire, il suffira d'une 
opération semblable à celle de la fig. la pour obtenir encore, par une 
modification en plus ou en moins du rayon qui abontil aux naissances , 
celle des développantes qni remplit exactement le but proposé. Si- 
non, rien ne sera plus facile que d'altérer l’angle constitutif oab du 
polygope d’essai, de manière à obtenir nne approximation plus satislai- 
sante; et par ce moyen le polygone développé étant une fou arrêté, il 
ne restera plus qu'à procéder au cboix de celle de ses développantes qni 
doit produite la forme du cintre qu’on s’était d'abord proposé. 

On voit ici qae cette modification dans le polygone d'essai indique 
la nécessité d'altérer le rapport qu'on avait d’abord essayé d'établir 
entre les côtés du polygone développé. 

Dans une pareille interpolation , aucun des arcs de cercle n'est 
tangent à' la courbe type; mais par compensation , ils la rencontrent 
à chacun des sommets du polygone inscrit. C'est l'interpolation exé- 
cutée sur une suite de points isolés tons choisis Sur la même courbe , 
et en adoptant pour tangentes extrêmes des lignes qui font un angle 
égal avec lés deux côtés adjacents du polygone ; ce qni ne pvt avoir lien 
que dans une pareille figure , où tous les triangles successifs sont sem- 
blables et semblablement placés l’un par rapport à l’antre. 

‘ Note III. 

Les démonstrations qpi concernent les propriétés du cercle oscnla- 
teur et qui sont projectives , c’est-à-dire celles qni n'entraînent pas 
avec elles des grandeurs angulaires et linéaires déterminées, s'appli- 
quent néceuairement à . des courbes du second ordre semblables et 
semblablement placées, quand un cercle est comparé à un antre cercle, 
et à des courbes de forme tout à fait qnelconqne dans les antres cas ; car 
les mêmes épures, en subissant ces modifications, fourniraient évidem- 
ment des démonstrations analogues applicables à ces dernières formes. 

Noie IV. 

On obtiendrait, 9, nne parallèle aux tangentes en c et en d , in- 
dépendamment de l’arc nb, en conSlrnisant les triangles isocèles </bb' et 
o'aa* . 

FIN. 
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